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Wstep

Odkad matematyka stanowi wyodrebniong dziedzine wiedzy, czyli od ok. dwdch i pdt tysigca
lat, wiadomo, ze aby uczy¢ sie matematyki, trzeba rozwigzywac odpowiednio dobrane
problemy matematyczne. Wszelka matematyczna wiedza teoretyczna, encyklopedyczna,
pamieciowa jest efektem treningu polegajgcego na stosowaniu coraz to nowych wiadomosci
i umiejetnosci podczas rozwigzywania zadan. Ten proces prezentowany jest czesto w postaci
nastepujgcej metafory.

Matematyczne struktury umystu konstruowane sg na kolejnych etapach: ich zaburzania przez
dostarczanie nowych informacji i porzgdkowane po ich wtgczeniu na wyzszym poziomie.

Aby stanowity jednolitg, statg strukture wiedzy, gotowg do pracy nad kolejnymi problemami,
struktury te muszg sktadac sie z odpowiednio potgczonych ,komérek” komunikujgcych sie ze
sobg w sposdb tatwy i zorganizowany. Powinny by¢ w stanie nie tylko kumulowac i przyswajac
nowe informacje pod réoznymi postaciami, ale takze przetwarzac je i porzadkowac,

tworzy¢ modele i strategie rozwigzan zadan oraz uzasadniac ich poprawnosé, czesto przez
wskazywanie bteddw, czyli niezgodnosci wynikdéw z warunkami albo procedur z wzorcowymi
twierdzeniami.

Matematyka wyodrebnita sie jako dziedzina szczegdlnie zainteresowana porzgdkiem

i poprawnoscig swoich stwierdzen. Kazde musi w niej wynika¢ z pewnych wczesniejszych,

a na najnizszym poziomie z twierdzen aksjomatéw, ktore przyjmowane s3 jako pewniki, oraz
pojec podstawowych, ktorych sie nie definiuje.

Matematyka jest jednak nie tylko dziedzing wzorcowej poprawnosci. Jest takze dyscypling,
ktorej tresci i procedury stanowig wzorzec poprawnego rozumowania dla innych dziedzin.
Sposdb uczenia sie matematyki jest modelem uczenia sie w ogéle.

Istotg obu cech matematyki z punktu widzenia celdw tego zestawu materiatéw jest
nastawienie na proces rozwigzywania problemu. Rozpoczyna sie on od rozpoznania
problemu, kontynuowany jest przez poszukiwanie informacji oraz sposobow ich
przedstawiania, opracowywania technik ich przetwarzania, strategii i modeli rozwigzania,
a konczy sie sprawdzeniem, czy rozwigzanie spetnia odpowiednie warunki, czyli
uzasadnieniem, Ze rozwigzanie jest poprawne.

Nauczyciel jako coach

Metody poszukujgce w dydaktyce to metody samodzielnego uczenia sie. Nauczyciel zaraz

po rozpoczeciu pracy, po wprowadzeniu w zadanie, usuwa sie na bok. Zmienia swojg
tradycyjng role ,,szefa na kazdym etapie” i staje sie osobg wspierajgcg, doradcg, towarzyszem
swoich ucznidw, ich trenerem. Poréwnanie do treningu sportowego nie jest tu bezzasadne.
W uczeniu sie matematyki wazne sg te same cechy, co w sporcie:

* umiejetnosc¢ (wiedza jak),




e wytrzymatos¢ (odpornosc na dtugotrwaty wysitek, sytuacje trudne i niepowodzenia),

e szybkos¢ (sprawnosé w rozwigzywaniu elementarnych zagadnienn pomocniczych),

o gietkos¢ (umiejetnos¢ wyszukiwania roznych sposobdw rozwigzywania problemaow,
zdolnos¢ do wpadania na nowe, tworcze rozwigzania),

® sita (zdolnos¢ do podejmowania sie trudnych zadan).

Wazna jest takze, nie tylko w sporcie, ale tez matematyce wola, czyli wewnetrzna motywacja
do zdobywania coraz wyzszego poziomu umiejetnosci, wytrzymatosci, gietkosci, sity
i szybkosci. W wypadku matematyki cechy te oczywiscie dotyczg umystu.

Kim staje sie uczen, a kim nauczyciel zaangazowani w proces nauczania/uczenia sie metodami
poszukujgcymi? Odpowiadajgc na to pytanie, zwraca sie uwage na podmiotowe traktowanie
ucznia. Nie jest on traktowany jako przedmiot oddziatywan pedagogicznych, ksztattowany
zgodnie z narzuconym modelem dostosowanym do odgérnych celéw nauczania. Jest
natomiast osobg wspotodpowiedzialng zardwno za sam proces zdobywania wiedzy, jak i jego
rezultaty. Nauczyciel przyjmuje w tym procesie role trenera (coacha) grup wspotpracujgcych
w ramach wspdlnego zadania, ktdry przede wszystkim pomaga i utatwia uczniom:

e doprecyzowac cele pracy zespotu,

e okresli¢ zasoby zespotu,

e wskazac¢ ograniczenia zespotu,

e zbudowacé wewnetrzng spdjnosé grupy,

e znalezé rozwigzania problemow (ale nie rozwigzuje ich za ucznidw),
e zdefiniowad plan dziatania.

W obszarze wzajemnych relacji coach pomaga:

e wygaszac negatywne emocje,
* modelowaé komunikacje w grupie,
e zrozumied interakcje pojawiajgce sie w zespole i ich wptyw na efekty pracy.

Rolg coacha jest wiec wspieranie zespotu w podnoszeniu jego efektywnosci, zaréwno
zadaniowej, jak i w obszarze wzajemnych relacji. Mata efektywnos¢ zespotu moze miec rézne
podtoza, np. nieskuteczne procedury dziatania, brak koncentracji na efektach, zaburzenia

w kontaktach interpersonalnych miedzy poszczegdlnymi cztonkami zespotu lub miedzy
zespotem i jego liderem.

Tomasz Tokarz (2016: 42) pisze o coachingu tak:

»,Coaching to niedyrektywna forma pracy z uczniem, polegajgca na towarzyszeniu mu
W rozwoju, w procesie poznawania samego siebie, odkrywania wtasnego potencjatu
oraz wykorzystywania zdobytej wiedzy dla wyznaczania celdw, projektowania
sposobodw ich osiggania oraz skutecznego realizowania. Coaching wymaga umiejetnosci
stuchania i styszenia tego, co komunikuje uczen. Praca coacha polega przede wszystkim




na zadawaniu i przekazywaniu uczniom wartosciowych, eksplorujgcych, otwierajgcych
pytan.

Zrédet coachingu szuka¢ mozna m.in. w psychologii humanistycznej, chociazby

w zatozeniach psychoterapii Carla Rogersa, osadzonej na niedyrektywnym podejsciu do
pacjenta, na wspieraniu go w tworzeniu wtasnej narracji o sobie samym i otaczajgcym
Swiecie. Samo pojecie coachingu w zakresie uzywanym obecnie pojawito sie w latach 70.
XX w. Dokonato sie to m.in. za sprawg Timothy’ego Gallweya, ktéry w ksigzce The Inner
Game of Tennis przedstawit nowga koncepcje pracy w sporcie: pozbawiong krytyki, ocen

i osgdow. Okazata sie ona na tyle skuteczna, ze szybko znalazta zastosowanie w innych
sferach zycia spotecznego.

Istote coachingu stanowi przekonanie, ze kazdy cztowiek jest niepowtarzalng
jednostkg z wtasnymi specyficznymi potrzebami i mozliwosciami. W zwigzku z tym
trudno podporzgdkowad go schematom, jednolitym programom rozwojowym,
zuniformizowanym skryptom. Sam zna siebie najlepiej i potrzebuje przede wszystkim
wystuchania.

W coachingu drugi cztowiek postrzegany jest jako autonomiczny twdrca wiasnego
zycia, odpowiedzialny za jego bieg jako podmiot, ktéry posiada wrodzone zasoby, ale
czesto nie jest Swiadomy ich istnienia albo nie potrafi ich odpowiednio wykorzystac.
Dlatego potrzebuje u swego boku doswiadczonej osoby, ktdra dostarczy mu narzedzi do
rozpoznania wiasnych mozliwosci.

Coach nie jest doradcg sugerujgcym jednoznaczne rozwigzania. Nie jest ekspertem, ktory
zawsze wie, czego potrzebuje uczen (i to lepiej niz on sam), nie przekazuje mu gotowej
wiedzy, zapetniajgc umyst zestawem faktow i umiejetnosci. On tworzy przestrzen dla
rozwoju, organizuje warunki, w ktérych uczen odkrywa tkwigce w nim mozliwosci, lepiej
rozumie sytuacje, w ktorej sie znajduje i jest w stanie zaprojektowac swoje dziatania.
Coach pomaga wykreowa¢ nowe rozwigzania, ale to od konkretnej osoby zalezy, w jakim
kierunku ostatecznie podazy”.

Nauczyciel, ktéry zamienia sie w coacha, musi zatem:

»porzucic klasyczny model swojej roli w procesie nauczania, opierajacy sie

na przekonaniu, ze mtody cztowiek jako istota niedoskonata, niedojrzata wymaga
uszlachetniajgcej obrobki, wdrozenia do ugruntowanego systemu wartosci i norm,
uksztattowania w odpowiednio zorganizowanej przestrzeni — w szkole traktujgcej ucznia
jako obiekt odgdrnych oddziatywan, pomijajacej jego podmiotowos¢ i niezaleznosc.

Jednak w dalszym ciggu fundamentem zatozen oswiatowych okreslajgcych edukacyjna
praktyke jest przekonanie o nieréwnorzednej pozycji ucznia i nauczyciela. Ten ostatni
traktowany jest jako zarzgdca procesu uczenia sie, specjalista wyznaczony do sterowania
rozwojem ucznia, zobowigzany do wyposazenia mtodego cztowieka w okreslone
odgodrnie tresci, zbiory informacji, umiejetnosci i wartosci. Nauczyciel wystepuje w roli




eksperta, mistrza wprowadzajgcego ucznia w $wiat tradycji, kulturowych koddw,

pojec i znaczen. Cele te realizuje gtéwnie za pomocg metod podawczo-formujgcych

i jednoznacznie panuje nad procesem komunikacji. Zadawane przez nauczyciela pytania
nie stuzg zazwyczaj temu, by dowiedzie¢ sie czegos nowego od ucznia, by poznad jego
interpretacje, opinie, poglady, sSwiat jego wartosci, jego aspiracje, marzenia, cele,
blokady. Pytania wykorzystywane sg przede wszystkim po to, by zweryfikowa¢ stopien
przyswojenia materiatu. Kontrastuje to mocno z zasadami coachingu, gdzie jedno

z podstawowych haset brzmi: »Pytanie nie jest pytaniem, jesli znasz odpowiedz«.

Oparcie pracy nauczyciela na modelu coachingowym wymaga wiec diametralnej zmiany
podejscia do ucznia — nalezy zmierza¢ do uznania jego petnej podmiotowosci. Wigze sie
to z likwidacjg ugruntowanej hierarchii, zniesieniem dominacji, pozbyciem sie stosunku
wtadza vs wykonawca polecen i zastgpienia ich relacjami opartymi na wspétdziataniu,
wzajemnym szacunku, zaufaniu i akceptacji. W takim ujeciu rola nauczyciela pozostaje
kluczowa, ale nie jako uprawomocnionego zewnetrznie decydenta rozwoju ucznia, lecz
jako organizatora procesu ksztatcenia, odpowiedzialnego za jego przebieg i strukture

(w mniejszym stopniu za efekty), projektanta srodowiska rozwojowego, samodzielnie
wybranego przez ucznia!

Zbudowanie relacji szkolnych na zatozeniach coachingu wigze sie z uznaniem faktu,

ze kazdy uczen jest wyjgtkowy, co pozwala odejs¢ od pracy na deficytach na rzecz
zaakcentowania mocnych stron ucznia, prowadzi do autentycznego zainteresowania
Swiatem dziecka, jego zainteresowaniami i aspiracjami, a takze wigze sie z odrzuceniem
krytyki i nagany na rzecz szukania pozytywnych intencji. Wdrozenie takiego modelu
pracy niewatpliwie prowadzi do zwiekszenia poczucia odpowiedzialnosci mtodych ludzi
za wtasne wybory. Jak pisat Alfie Kohn, »podejmowania decyzji mozemy nauczy¢ sie tylko
przez podejmowanie decyzji, nie przez stuchanie polecen«. Coaching sprzyja rozwijaniu
umiejetnosci samodzielnego myslenia i radzenia sobie z wyzwaniami, jakie niesie ze sobg
zycie.

Realizacja podejscia coachingowego oznacza koniecznos$¢ przemiany samego
nauczyciela. Porzucenia roli formalnego autorytetu, by od nowa i w autorski sposéb
budowac pozycje wobec ucznia. Wejscie w kostium coacha wymaga przestawienia sie:

e 7z podejscia ustandaryzowanego na spersonalizowane (dostrzezenia w uczniu
cztowieka z okreslonymi niepowtarzalnymi zasobami, talentami, mozliwosciami),

e 7z traktowania ucznia jako naczynia do wypetnienia wiedzg na postrzeganie go
jako podmiotu, ktory rozwija sie swoim rytmem,

e z mowienia na stuchanie (i ustyszenie tego, co uczen czuje, mysli, co sadzi
o otaczajgcym swiecie),

® 7 nauczania (rozumianego jako przekaz tresci) na tworzenie przestrzeni do
samodzielnego uczenia sie (rozwijania potencjatu, szukania odpowiedzi w sobie),




e 7z tendencji do zadawania pytan zamknietych (z jedng odpowiedzig)
na zadawanie pytan otwartych, eksplorujgcych, ktére sktaniajg do myslenia,
skonfrontowania sie z samym sobg i posiadang wiedzg,

® 7z oceniania i osgdzania na informowanie o postepach (na zyczenie ucznia)”
(Tokarz, 2016: 43).

Tomasz Tokarz dostrzega tez trudnosci w realizacji metod cochingowych w polskich szkotach,
w ktérych bardzo silnie ugruntowany jest paradygmat oparty na ocenianiu, rywalizacji,
testach i rankingach. Wydaje sie, ze z kazdym rokiem coraz bardziej sie utrwala. Trudno
oderwac sie od powszechnie obowigzujgcych wzorcow i modeli wspdtpracy. Szkota jest
bowiem elementem panstwowego systemu i podlega prawu oswiatowemu, ktére wyznacza
przed kazdym nauczycielem i uczniem konkretne cele oraz rozlicza z ich realizacji.

Wiadomo takze, ze nasi uczniowie nie sg dojrzatymi, niezaleznymi podmiotami, juz
uksztattowanymi i Swiadomymi celéw, wyzwan i zyciowej drogi. Na ile taki uczen jest zdolny
podjac sie zadan, jakie przed nim stawiamy? Na ile jest w stanie realizowa¢ pozyteczne dla
siebie cele? Przeciez kazdy z uczniéow potrzebuje autorytetu, mistrza, ktéry przekaze mu
wiedze i fundament wartosci. Kogos starszego, silniejszego, bardziej odpowiedzialnego, kto
,okresli, co jest dobre, a co zte”. Wreszcie kogos, kto w trudnej sytuacji rozwigze problem,
wyttumaczy, wskaze btad i pomoze go poprawic.

Ostatecznie wszystko jest kwestig wyczucia i umiaru. Wiadomo, ze nagta zmiana metody
nauczania nie bedzie korzystna. Uczniowie, ktérych pewnego dnia wita w szkole coach,
chociaz spodziewali sie nauczyciela, poczujg sie porzuceni, zagubieni i zdezorientowani.
Wazne jest zatem, aby cenne metody coachingowe byty wprowadzane stopniowo, najpierw
w niewielkim zakresie, tylko na wybranych lekcjach lub zajeciach, niekoniecznie z catg klass.
Nauczyciel etapami bedzie wychodzit ze swojej roli, od czasu do czasu postawi uczniow
wobec problemu, z ktdrym bedg musieli poradzi¢ sobie sami.

Z czasem dostrzegg oni profity wynikajgce z takich sytuacji: wieksza swoboda, brak oceniania,
okazja do gtebszego wnikniecia w sam proces rozwigzywania, nie za$ powierzchowne
bazowanie na konkretach.

Na dtuzszg mete dziatanie oparte na modelu autorytarnym daje niepozgdane skutki.
Prowadzi do uzaleznien od zewnetrznych Zzrédet wsparcia. Absolwenci autorytarnych szkoét
takze poza szkotg bedg oczekiwali, ze kto$ doradzi, pocieszy, wskaze, pomoze, da oparcie.
Bedg szukali wsparcia kogos, kto ma wtadze i autorytet, ,ma wtasciwg narracje”, kto rozdziela
rézne dobra. Z drugiej strony, ci nieliczni bedg stawali sie niebezpiecznymi autorytetami,
ktore bezwzglednie wykorzystujg swojg przewage nad stabszymi.

Wiadomo przeciez nie od dzi$, ze dobrego nauczyciela cechuje otwartos¢ na uczniow, szczere
zainteresowanie nimi, umiejetnosc¢ stuchania i ustyszenia, co majg do powiedzenia, a takze
zdolnos¢ uczenia sie od nich. Coaching wydaje sie tu kolejng, naturalng, wrecz konieczng faza
pedagogicznego rozwoju. Takze w obecnej szkole mozna spotkaé nauczycieli spontanicznie




zmieniajgcych swoje role w ramach cyklu nauczania. Przeciez nie sposdb traktowac
czwartoklasiste tak samo jak szdsto- czy ésmoklasiste.

Techniki coachingu

LW pracy z dzie¢mi mozna realizowad rézne techniki coachingu. Przyktadem narzedzia
jest model GROW. Polega on na uwaznej rozmowie z uczniem, dotyczgcej konkretnego
zadania, osiggania okreslonej kompetencji, zdobywania przydatnych mu umiejetnosci.
Punktem wyjscia jest ustalenie celéw, do jakich chce zmierzaé¢ mtody cztowiek. Powinny
by¢ one sformutowane w sposdb pozytywny, czyli zawiera¢ w sobie to, co uczen chce
0siggnaé, a nie to, czego chce unikngé. Drugim krokiem jest préba diagnozy obecnej
sytuacji, oszacowania, w jakim miejscu znajduje sie uczen, jakie rozwigzania juz
przetestowat, jakie sg rdéznice miedzy stanem istniejgcym a pozgdanym, a takze — z czego
wynikajg (przyktadowo mogg by¢ zwigzane z brakiem wiedzy, aspiracji, motywacji,
niewiarg we wiasne sity czy mozliwosci). Po tym etapie nastepuje analiza mozliwych
rozwigzan, opcji, jakie przychodzg do gtowy, bazujgcych na zasobach, jakie posiada
uczen. Koricowym etapem pracy jest rozmowa na temat zastosowan wybranej opcji.
Uczen planuje sposoby dziatania, wyznacza konkretne terminy, ustala harmonogram
realizacji celéw. Nauczyciel — jednoczesnie coach — jest swego rodzaju straznikiem ich
dotrzymywania.

G — GOALS (cele): Co chcesz osiggnac?

R — REALITY (rzeczywistos¢): Jak wyglgda twoja obecna sytuacja?
O — OPTIONS (opcje): Jakie masz mozliwosci?

W — WILL (wybdr): Co zrobisz, by osiggnac¢ swoj cel?

Cel wybrany przez ucznia powinien by¢ zbudowany na coachingowym modelu SMART,
czyli musi by¢:

S — szczegotowy: jasno okreslony, konkretny, jednoznacznie sformutowany,

M — mierzalny: sformutowany tak, by mozna byto okresli¢ jego sprawdzalnos¢,
A — atrakcyjny: interesujacy, budzacy ciekawos¢ i chec do dziatania,

R —realistyczny: mozliwy do osiggniecia.

Proces wyznaczania celdow w coachingu jest zblizony do systemu sprawnosci harcerskich.
Uczen formutowatby pewien obszar kompetencyjny, w ktérym by sie doskonalit,
okreslatby punkty docelowe, a nastepnie wyznaczat etapy ich realizacji.

Coaching jest nie tylko okreslong metodg pracy z uczniem, lecz catosciowym modelem
podejscia do cztowieka, budowania interakcji, wchodzenia z nim w relacje. Przenosi
odpowiedzialnos¢ za rozwdj z nauczyciela na ucznia. Pozwala mu na samodzielne
okreslenie celu edukacyjnego i opracowanie sposobu jego rozwigzania. Dzieki niemu




mtody cztowiek ma mozliwos$¢ analizy dziatan i poszukiwan rozwigzan, ktdre pomogg mu
zmierzyc¢ sie z trudnosciami. Coaching umozliwia dotarcie do samego siebie, odkrycie
swoich atutéw i zdolnosci, jak rowniez deficytow i stabosci, poznania indywidualnego
stylu interpretowania Swiata, co trudno osiggna¢ za pomocg konwencjonalnych metod
dydaktycznych. Podstawg sensowne] pracy nauczycielskiej jest udzielenie mtodym
ludziom wsparcia w procesie rozwoju osobowego, budowania poczucia wtasnej wartosci,
ksztattowania szacunku do siebie i innych. Coaching jest Swiethng odpowiedzig na te
potrzeby” (Tokarz, 2006: 45).

Praca metodami coachingowymi pomaga wiec uczniom wyrabia¢ w sobie cenne postawy
i umiejetnosci takie jak:

e zdyscyplinowanie w pracy,
* nadawanie ram i porzgdku podejmowanym dziataniom,
e komunikacja oraz wspodtpraca rozumiana takze jako uczenie sie od siebie nawzajem.

Praca ta takze zwieksza skutecznosé wykonywanych czynnosci oraz wydobywa potencjat
intelektualny i spoteczny drzemigcy w uczniach.

Wyrdznia sie dwa podejscia do coachingu, zarazem jego rodzaje: zespotowy i grupowy.
Rdznice miedzy nimi wyjasnione sg w tabeli (Tab. 1):

Tab. 1. Poréwnanie rodzajéw coachingu

Coaching zespotowy Coaching grupowy

Kazda osoba indywidualnie jest podopiecznym

Caty zespoét jest podopiecznym (podmiotem). (podmiotem)

Nie ma wspdlnego celu.
Jest wspdlny cel dla wszystkich cztonkéw zespotu. Kazdy cztonek grupy koncentruje sie na wtasnych,
indywidualnie doprecyzowanych celach.

Rola coacha polega na utatwianiu przebiegu Rola coacha polega na dobraniu konkretnych narzedzi
procesu osiggania wspdlnego rezultatu. i technik stosownie do tematu.

Zespotowy zysk. Indywidualny zysk.

Wszyscy cztonkowie zespotu powinni bra¢ udziat Kazdy cztonek grupy powinien wynies¢ cos dla siebie.

w catym procesie.

Zastosowane narzedzia pozwalajg ulepszy¢ wyniki
kazdego cztonka grupy nie tylko w miejscu pracy,
w szkole, ale takze w zyciu codziennym.

Zastosowane narzedzia utatwiajg i wspierajg zespot
w osigganiu kolejnych etapéw zatozonego celu.

W szkole najczesciej stosowany w celach: Najczesciej stosowany w realizacji celéw rozwojowych,
osobistych.

* reprezentacyjnych (np. promocja szkoty,
organizacja imprez itp.),

e rozwojowych, kompetencyjnych,
relacyjnych (np. poprawa komunikacji
w zespole).

Jest lider zespotu, coach wspiera lidera, ale nie Czes¢ interakcji zachodzi na ptaszczyznie grupowe;j,
podejmuje za niego decyzji. cze$¢ natomiast w formie indywidualnej.




W naszych materiatach bedziemy uzywali pojecia coachingu w znaczeniu coachingu
grupowego.

Metoda problemowa i jej rodzaje

Sposoby realizacji metody problemowej w edukaciji
matematycznej

Problem zazwyczaj rozumiemy jako trudnos¢ praktyczng i teoretyczng, ktdra staje przed nami
i ktérg musimy pokonaé. Wiemy tez, ze strategia oparta na obejsciu problemu, odsunieciu go
w blizej nieokreslong przysztosé nie jest dobrg taktyka. Aby rozwigzac problem, nie wystarczy
oprzec sie na gotowym rozwigzaniu (bedzie to jeszcze jedna taktyka typu obejscie). Trzeba
wiozy¢ wtasny wysitek, zdoby¢ sie na aktywnos¢, dac sie wchtong¢ zadaniu, spolaryzowacd

na nim.

Poczatkowy dyskomfort wynikajgcy z braku gotowej odpowiedzi na poszukiwane pytanie
(przypomnijmy, ze jesli znamy odpowiedz, to nie jest to dobre zadanie) przetwarzamy

na procedury polegajgce na eliminacji lub zmniejszeniu dyskomfortu przez wziecie byka
za rogi, czyli podjecie wyzwania. Jesli mu sprostamy, zasoby naszej wiedzy (wiadomosci

i umiejetnosci) sie powieksza.

Problem ma najczesciej postac pytania lub zadania. Zwykle nie prezentujemy w nim
wszystkich potrzebnych do rozwigzania danych. Uczen podejmujacy sie rozwigzania problemu
musi wykazac sie aktywnoscig poznawczg i odpornoscig emocjonalng, jednoczesnie obie
doskonali, kiedy pracuje nad problemem. Problem powinien mie¢ w sobie cos intrygujgcego,
zaciekawiac ucznia, sktania¢ do aktywnosci.

Nauczanie problemowe jako jedna z metod poszukujgcych stawia ucznia w centrum procesu
uczenia sie. Proces ten zawiera silng indywidualng sktadowg, ale tez opiera sie na wspotpracy
w grupie. Wykorzystanie technik pracy grupowe;j jest zatem konieczne. W nauczaniu
problemowym przywigzuje sie duzg wage do prowadzenia badan, obserwowania

i opisywania ich efektow oraz refleksji uczniéw na temat otrzymanych rezultatéow. Zanim
uczniowie przedstawig swoje wyniki rozwigzania problemdéw swojemu nauczycielowi/
coachowi, sami powinni sprawdzi¢, czy nie ma w nich niescistosci, btedow. Sami, w razie ich
wykrycia, powinni je poprawic.

Nauczanie problemowe to metoda, ktéra z zatozenia sktania ucznia do samodzielnego
poszukiwania rozwigzan. Brak symptomow samodzielnej pracy oznacza, ze nie przynosi
spodziewanych rezultatéw. Nauczyciel/coach przygotowuje i prezentuje materiaty opisujgce
problem, formutuje go, a po rozwigzaniu dodaje ciekawe, nowe problemy zwigzane z juz
rozwigzanym.




Przyglada sie tez pracy ucznidw, pomaga, czasem wyraza watpliwosci, wskazuje miejsca
wymagajgce uwagi lub usterki w rozumowaniu, kolejne obszary poszukiwan. Sam jednak nie
jest zrédtem informaciji.

Wedtug W. Okonia (1964) nauczanie problemowe jest wiec sekwencja kilku czynnosci:
1. Organizowanie sytuacji problemowych.

2. Indywidualne lub grupowe rozwigzywanie problemédw.

3. Weryfikacja uzyskanych rozwigzan.

4. Systematyzowanie, utrwalanie i stosowanie rozwigzan w nowych sytuacjach.

Za tworce nauczania problemowego mozemy uznac¢ Johna Deweya, amerykanskiego
filozofa i pedagoga z pierwszej potowy XX wieku. Zauwazyt on, ze przekazywanie wiedzy

w gotowej postaci nie spetnia waznych warunkdw dobrego ksztatcenia. Nie sprzyja bowiem
potrzebie stosowania zdobytych wiadomosci w nowych sytuacjach, a takze w codziennym
zyciu pozaszkolnym. Ktadt tez nacisk na konieczno$¢ uczenia sie w grupach, na wymiane
doswiadczen i wiedzy miedzy uczacymi sie. Uczenie sie pamieciowe, na ktérym opiera sie
tradycyjna szkota, prowadzi do nadmiernej formalizacji wiedzy, ktéra dzieli sie na tysigce
niepowigzanych ze sobg fragmentdéw-procedur stuzgcych rozwigzaniu prostych zadan. Ich
rozproszony charakter utrudnia budowanie z nich nowych strategii i bardziej ztozonych
procedur do rozwigzywania zadan.

Metody podajgce nie uwzgledniajg zréoznicowanych potrzeb uczniéw. W ich ramach dziatamy
tak, jakby kazdy z nich przychodzit do szkoty z takg samga wiedzg, ktdrg na kolejnych lekcjach
wystarczy uzupetnic¢ o z géry narzucone informacje. Nie jest to prawidtowe zatozenie. Aby
wyj$¢ z impasu oraz nawarstwiania sie nadmiernych trudnosci ucznia, nalezy umozliwi¢

mu coraz bardziej samodzielne rozwigzywanie problemow, pokonywanie drobnych
indywidualnych trudnosci napotykanych podczas jego rozwigzywania oraz scalenie
rozproszonych procedur w wieksze i bardziej ztozone catosci.

Wybrane rodzaje metod problemowych

W praktyce nauczyciela matematyki mozemy mowic¢ o dwoéch typach probleméw:

1. Zadaniem ucznia jest cos§ ODKRYC, zazwyczaj nowa dla niego regute, prawo, twierdzenie.
Droga rozwigzania zadania nie jest doktadnie sprecyzowana. Nie ma gotowego algorytmu
podejscia do zagadnienia. Nauczyciel zostawia uczniowi swobode dziatania, ale oczekuje
pewnego konkretnego rozwigzania. Droga odkrywania w matematyce prowadzi
najczesciej od analizy pewnych przypadkdow, uogdlniania faktow matematycznych
na podstawie dostrzeganych prawidtowosci, do hipotezy. Na hipoteze lub twierdzenie
czeka nauczyciel. Kolejnym etapem bedzie teoretyczne uzasadnienie, ze dokonane




odkrycie rzeczywiscie jest rozwigzaniem problemu. W nauczaniu tradycyjnym ktadzie sie
na ten typ problemu mniejszy nacisk niz na kolejny.

2. Zadanie ucznia polega na SKONSTRUOWANIU rozwigzania problemu niejako z gotowych
elementow. Uczen na ogot zdaje sobie sprawe, z jakich metod, technik i narzedzi moze
skorzysta¢. Rozwigzujac zadanie, uczen musi uzasadniaé, dlaczego ta wtasnie procedura
prowadzi do celu. Uzasadnienie to przebiega dwoma drogami: droga poprawnosci
stosowania regut postepowania podczas wykonywania poszczegdlnych krokdw (np. czy
rachunki sg poprawne), droga poprawnosci rozwigzania, ktdra polega na sprawdzeniu, czy
rozwigzanie spetnia zatozone na wstepie warunki.

Zadaniem nauczyciela wspotpracujgcego z uczniami metodg problemowg jest wzbudzenie
w podopiecznych motywacyjnego napiecia, zaciekawienia, ktére dociekliwych ucznidow
zaangazuje do pracy o charakterze dziatalnosci badawczej, m.in.: poszukiwanie brakujgcych
informacji, gromadzenie odpowiednich narzedzi, uSwiadomienie celu.

Do omawianej grupy metod stosowanych z powodzeniem w nauczaniu matematyki nalezg:

1. Klasyczna metoda problemowa
Nauczyciel prezentuje problem uczniom majgcym odpowiednig wiedze do jego
zrozumienia i rozwigzania. Upewnia sie, ze zrozumieli oni problem zgodnie z intencjg,
nastepnie wspiera kolejne etapy rozwigzania zadania. Obejmujg one: gromadzenie
pomystow i przygotowywanie narzedzi, weryfikacje tych pomystow, wdrazanie rozwigzan.
Na zakonczenie nauczyciel przyjmuje raporty i ocenia rozwigzania problemu. Pomoc
uczniom polega takze na zaproponowaniu odpowiednich pomocy dydaktycznych,
z ktérych uczniowie mogg korzystac podczas pracy nad problemem. Nauczyciel dba
o utrzymanie witasciwej atmosfery pracy, nie jest jednak osobg, ktéra dostarcza
bezposrednich wskazdwek utatwiajgcych pokonywanie merytorycznych trudnosci. Do
jego zadan nalezy takze pomoc uczniom w utrwaleniu zdobytej wiedzy.

2. Wyktad problemowy
Stanowi on cato$¢ obejmujgcg kompletny proces rozwigzania problemu od jego
postawienia, po weryfikacje rozwigzania. Nauczyciel moze zaplanowad, co chce
przedstawi¢ w zatozonym przedziale czasowym i jakg role w wktadzie majg odgrywacé
jego stuchacze. Wyktad ten nie jest zatem klasycznym monologiem, lecz przyjmuje
postac rozmowy z wieloma rozmoéwcami. To wiasnie uaktywnienie uczniow jest celem,
to oni powinni czuc sie w pewnym zakresie autorami rozwigzania. Wyktadowca zatem
przedstawia problem, wprowadza go w atrakcyjnej formie, przycigga uwage uczniow
i skupia jg na celu do osiggniecia. Upewnia sie, ze problem zostat zrozumiany, zadaje
pytania kontrolne. Sposrdd pomystdw na jego rozwigzanie umiejetnie wskazuje te
najbardziej optymalne, chociaz moze on tez prowadzi¢ rozumowanie drogg, na ktorej
rozwigzanie nie zostanie znalezione. Jego zadanie polega na sterowaniu procesem
myslowym ucznidw. W przysztosci uczniowie powinni sami realizowac¢ schemat pracy nad
problemem przeéwiczony pod kierunkiem nauczyciela: prowadzi¢ ze sobg wewnetrzny
dialog ztozony z pytan i odpowiedzi, stawia¢ i weryfikowac¢ swoje hipotezy, wykrywac




sprzecznosci lub btedy w swoim rozumowaniu, a na koncu uzasadnia¢ prawidtowe
rozwigzanie. Uczen czuje sie w tej metodzie komfortowo, gdyz wie, ze nauczyciel panuje
nad procesem rozwigzywania. Nie musi mu zaleze¢ na dojsciu do celu w okreslonym
czasie. Bardziej moze sie skupi¢ na samej metodzie pracy nad problemem oraz

na utrwalaniu wiedzy, ktéra wigze sie z zadaniem.

Na wstepie nauczyciel podaje temat wyktadu i okresla jego cele. Analizuje sytuacje
problemows, z ktérej wynikajg szczegétowe cele do osiggniecia. Powinny by¢ one
sformutowane z podaniem warunkdw, ktére ma spetniac rozwigzanie. Nastepnie
nauczyciel upewnia sie, ze problem zostat wtasciwie zrozumiany, pyta o uzyteczne
pomoce, lecz nie o rozwigzanie zadania. Analiza sposobow podejscia do problemu
stanowi Srodkowy etap wyktadu, z ktérego wytania sie rozwigzanie. Powinno ono pojawié
sie w momencie, gdy nauczyciel ma przekonanie, ze wiekszos$¢ ucznidw zna rozwigzanie
lub jest blisko. Powinien wtedy poprosi¢ jednego z ucznidw o podanie rozwigzania.
Kolejny etap poswiecony jest analizie poprawnosci rozwigzania, liczbie rozwigzan oraz
konsekwencjom wynikajgcym z rozwigzania (np. jakie jeszcze zadania mozna rozwigzaé
w ten sposdb).

3. Wykiad konwersatoryjny
Ten typ pracy metodg problemowsg jest podobny do poprzedniego. Tym razem wiecej
czasu i miejsca zajmujg na zajeciach dziatania uczestnikdw. Nauczyciel powierza
im do rozwigzania pewne problemy czgstkowe, ktérych rozwigzania przyblizajg do
rozwigzania problemu gtdwnego. Rozmowy o rozwigzaniach tych zadan i ich uzytecznosci
pochtaniajg najwiece]j czasu. Nauczyciel musi dobrze rozpozna¢ mozliwosci i potrzeby
wspotpracujgcych ucznidw, gdyz przydzielajgc im zajecia, musi bra¢ pod uwage tempo
pracy poszczegodlnych uczniow badz grup.

W kazdym z typow wyktaddw nauczyciel przygotowuje odpowiednie pomoce utatwiajgce
prezentacje problemu. Warto uzy¢ tablic i plansz, pokazow slajddw, eksperymentéw, filmow.
Od jakosci pierwszego etapu — przedstawienia problemu — zalezy w duzej mierze jakos¢
rozwigzania.

Do grupy metod problemowych zaliczane sg takze metody aktywizujgce, np.

e studium przypadku,

e metoda sytuacyjna,

® inscenizacja, seminarium,
e dyskusja dydaktyczna

e gry dydaktyczne.

Pierwszej z nich poswiecamy Zeszyt 3 tego zestawu, a z pozostatych, z punktu widzenia celdw
edukacji matematycznej, na uwage zastugujg dyskusja dydaktyczna oraz gry dydaktyczne.
Omowimy je pokroétce.




Zeszyt 1

1. Dyskusja dydaktyczna
Dyskusje definiuje sie jako wymiane mysli i poglagddw na dany temat. Powinna by¢
uporzgdkowana w swoim przebiegu oraz podsumowana na zakonczenie. Dyskusja jako
metoda problemowa wprowadza jeszcze kilka ograniczen. Tematem dyskusji musi by¢
pewien problem, a uczestnicy powinni konfrontowa¢ swoje zdania na temat sposobdéw
jego rozwigzania. Jezeli problem ma wiele rozwigzan, to warto tez rozmawia¢ na temat
tego optymalnego. Kryteria optymalnosci to takze temat do dyskusji. Jej uczestnicy
doprecyzowujg wspodlnie problem do rozwigzania, konfrontujg stanowiska, wyciggaja
whioski ukierunkowujgce dalszy przebieg pracy, eliminujg niewtasciwe propozycje,
wiasciwe uzasadniajg, dzielg sie wiedzg i argumentami. Podejmujg wspdlne decyzje.
Na poczatku zatem nauczyciel wprowadza uczniéw do dyskusji, podajgc jej temat i cele.
Przypomina tez zasady dyskusji zwigzane z jej sprawnym przebiegiem (np. koniecznos¢
zachowania kolejnosci wypowiadania sie, nieprzerywanie innym itp.). Przywotuje tez
wiedze niezbedng podczas rozwigzywania problemu, okresla ramy czasowe, sposéb ich
przestrzegania oraz sposdb podania wnioskéw, zaprasza do dyskusji.
Nastepnie rozpoczyna sie dyskusja. Prowadzacy jg (zazwyczaj nauczyciel) udziela gtosu
jej uczestnikom, porzgdkuje wypowiedzi, przeformutowuje je, zapisuje na tablicy
wazne informacje i propozycje (moze to tez robi¢ wybrany lub wyznaczony sekretarz),
zadaje pytania naprowadzajgce, prosi o wypowiedz wybrane osoby, prosi o dodatkowe
wyjasnienia, dba o to, by dyskusja zmierzata do wyznaczonego celu, podsumowuje etapy
dyskus;ji.
Na zakonczenie prowadzgcy podsumowuje wyniki dyskusji, systematyzuje wnioski oraz
formutuje rozwigzanie problemu w takiej postaci, zeby wszyscy uczestnicy mogli sie
z nim zgodzi¢. Ocenia poziom dyskusji i wycigga wnioski dotyczgce kolejnych dyskus;ji
problemowych. Ocenia udziat poszczegdlnych osdb i ich wktad w rozwigzanie problemu.
Dziekuje za udziat w dyskusji.

2. Gradydaktyczna

Gra jest aktywizujgcg metodg problemowg w tym znaczeniu, ze uczestnik gry (gracz)

musi opracowac sposob lub strategie uzyskania w grze jak najlepszego wyniku, czyli
znalezé sposdb na wygrang. Perspektywa nagrody, jaka jest zwyciestwo w grze, ma aspekt
motywujgcy do podejmowania wysitku, ktéry powinien by¢ zwigzany z problemem
zawartym w samej grze. Gry dydaktyczne mogg miec¢ charakter problemowy. Oprécz
problemoéw zwigzanych z odkryciem strategii gwarantujgcej wygrang (nie kazda gra

ma takg strategie) gracz moze tez ¢wiczy¢ sprawnos¢ w rozwigzywaniu problemow,
rywalizujgc z innym graczem lub grupg, moze takze rozwigzywac zadanie polegajgce

na odkryciu reguty lub wzoru. Tego typu gry sg szczegdlnie cenne. Oto przyktad takiej gry:

Opis gry Dojdz jak najblizej
Uczniowie kl. lI-IV

Przygotowujemy karty do gry z liczbami od 1 do 9 (36 kart).

Liczba graczy: od 2 do 4




Reguty:

1. Kazdy gracz otrzymuje 4 karty. Nastepnie gracze z dwdch kolejnych talii uktadajg
liczbe dwucyfrowg (kazda karta oznacza cyfre: dziesigtek i jednosci).

2. Zadaniem graczy jest utozenie ze swoich kart-cyfr dwdch liczb dwucyfrowych,
ktorych suma lub réznica jest najblizsza wytozonej liczbie dwucyfrowe;j.

3. Wygrywa ten z graczy, ktérego suma lub rdznica liczb najmniej rézni sie
od wytozonej. Przed wytozeniem kolejnej liczby dwucyfrowej gracze mogg
zdecydowad, ile sposrdd swoich kart wymieniajg na kolejne losowo wybrane.

Podczas tej gry przed uczniami pojawiajg sie nastepujgce problemy:

e Czy lepiej jest uktadaé sume czy réznice?

e Jak utozy¢ karty przed sobg, zeby lepiej zorientowac sie w sytuacji (obok siebie
czy w rzedach)?

o Jak utozy¢ karty, zeby wynik byt optymalny (czy w wypadku odejmowania
wybrac opcje , przekraczam prég dziesigtkowy”)?

e Jakie cyfry warto wylosowa¢, zeby utozy¢ z nich jak najwiecej rdznych sum
i réznic (wtedy szanse na dojscie jak najblizej rosng)?

e lle r6znych uktaddw wystarczy zbadaé, zeby by¢ pewnym, ze nie ma innego do
wyboru?

Zapewne sg inne. Oprocz nich uczen ¢wiczy pamieciowe rachunki w zakresie do 100.
Fazy rozwigzywania problemoéw
Skoro rola nauczyciela podajgcego wiedze sie zmniejsza, wzrasta rola samego ucznia
i grupowych interakcji. Praca w grupie jest mozliwa wtedy, gdy problemy sg dostatecznie

ztozone i wymagajg podziatu pracy i rél.

Dlatego gtéwnym zadaniem nowoczesnej szkoty jest stwarzanie sytuacji problemowych
i przestrzeni edukacyjnej odpowiedniej dla ich rozwigzywania.

Przyjrzyjmy sie blizej metodzie problemowej, tym razem od strony uczniéw
zaangazowanych w rozwigzanie (Mason i in., 2005).

Faza 1. Odpowiednio zmotywowany uczen jest gotéw do zapoznania sie z problemem.
Ma ze sobg zestaw niezbednych uniwersalnych pomocy: papier, przybory do pisania,
podreczniki, tablet...

Faza 2. Nauczyciel zapoznaje ucznia z problemem. Uczen stucha i zapoznaje sie
z zadaniem, obserwuje zdjecia, schematy, rysunki przedstawiane przez nauczyciela. Robi
notatki. Jesli zadanie jest bardzo ztozone, nauczyciel daje uczniowi lub grupie ucznidow




problem na pismie. Tak przedstawiony problem nie wymaga wtasciwie dodatkowej
prezentacji, jednak warto je robi¢, poniewaz podczas prezentacji mozna uzupetnic
informacje o dodatkowe dane. Nie do przecenienia sg takze emocjonalne walory zadania,
ktore mozna przedstawi¢ osobiscie.

Faza 3. Nauczyciel przekazuje prace uczniom lub kazdemu z osobna. Mozna jg nazwac
przygotowaniem do rozwigzania problemu. Przygotowujg sie uczniowie. Przygotowanie
polega na gruntownej analizie zadania pod kagtem narzedzi potrzebnych do jego
rozwigzania. Uczen wigze tres¢ problemu z juz posiadang wiedzg, okresla zwigzane z nig
narzedzia, definicje, wzory, twierdzenia. Ten zakres moze by¢ dos¢ szeroki. W ramach
przygotowania uczen szuka w pamieci podobnych zadan, ktére wczesniej umiat rozwigzac.
Planuje prace nad rozwigzaniem, opracowuje tez warunki, jakie powinno spetniac¢
rozwigzanie, czyli co jest efektem tego zadania (liczba, figura, geometryczna, opis czegos,
odpowied? na pytanie teoretyczne). W tej fazie uczen bazuje na swojej intuicji i w ten
sposob wybiera to, co jego zdaniem moze sie przydac. Jego mdzg powoli przejmuje
problem, to znaczy polaryzuje sie na nim, i rozpoczyna prace nie tylko na poziomie
Swiadomosci, lecz takze dziata w sposdb nieuswiadomiony, bezwiednie. Uptyw czasu
powoli traci dla ucznia znaczenie.

Faza 4. Uczen atakuje problem za pomoca zgromadzonych narzedzi. Jednoczesnie
weryfikuje swoje wyniki, porownuje z warunkami zadania, analizuje w poszukiwaniu
btedow. To wazna faza, w ktérej rozwigzujgcy wzbudza w sobie podstawowgq nieufnosc
do stosowanych metod i ich wynikow. Jest podejrzliwy i stara sie wyszukiwac btedy

w rozwigzaniu. To jedna z réznic miedzy fazg 3 i fazg 4. Na tym etapie szczegdlnie
cenne jest popetnianie bteddw przez ucznia. W fazie 3 ewentualny zty dobdr narzedzi
nie moze by¢ w zaden sposdb zweryfikowany: uczen dobiera je intuicyjnie, kierujac sie
dostarczonymi informacjami, ktére mogg by¢ mylgce. Natomiast w tej fazie uczerh musi
juz rozumowac analitycznie, krytycznie i dedukcyjnie, a wiec opierajac sie na jasnych

i niepodwazalnych kryteriach matematycznej poprawnosci budowania taiicuchéw
przyczynowo-skutkowych. Dlatego tez wazne jest, zeby narzedzia krytycznego
rozumowania byty na tyle efektywne, by ich stosowanie prowadzito do wykrywania
btedow. Bedzie wigzata sie z tym kolejna faza.

Faza 5. Utkniecie. Wykrycie pomytki lub natrafienie na istotne ograniczenie czy brak
uniemozliwiajgcy rozwigzanie zadania to sytuacja do$¢ powszechnie wystepujgca podczas
samodzielnego uczenia sie i okreslana jest czesto jako , bycie w kropce”. Zagadnieniem
wychodzenia z blokad powstajgcych podczas rozwigzywania zadan, pokonywania
ograniczen zajmuje sie osobna teoria TOC (Theory of Constrains). Uczen nie musi zna¢

jej zatozen ani twierdzen. Wystarczy, ze pozna kilka technik identyfikacji trudnosci

i przepracowywania ich oraz zastosuje cykliczng procedure stuzacga ,wyjsciu z kropki”:

* nie zrazi sie niepowodzeniem, ktére go spotkato,
e podda analizie droge dojscia do swojej , kropki”,
e sprobuje zmienié¢ cos$ na tej drodze albo zastgpi jg inng drogg,




e zastosuje zmodyfikowang procedure,
o zweryfikuje, podda ewaluacji zastosowang zmodyfikowang procedure.

Zwrocmy uwagg, ze w tej fazie uczen pracuje nie tyle nad samym problemem, lecz nad
wtiasnym ograniczeniem, przeszkodga, brakiem wiedzy niezbednej do pokonania zasadniczych
trudnosci problemu. Jezeli dostepny zestaw narzedzi nie jest dostatecznie bogaty, aby
postuzy¢ rozwigzaniu, pojawia sie koniecznos¢ znalezienia innych narzedzi. Trzeba siegna¢ do
podrecznikdw i zasobdw internetowych.

Zdarza sie takze, ze nadmiernie skoncentrowani nad zadaniem uczniowie nie dostrzega
prostego wyjscia z sytuacji, nie wpadng na prosty pomyst. Warto w takich sytuacjach
doradzi¢ im krdtkie rozproszenie sie, oderwanie od zadania, relaks, spojrzenie w okno lub
pomyslenie o czyms przyjemnym. Pamietajmy o tym, ze nasz umyst takze wtedy rozwigzuje
problem i Ze moment rozproszenia uwagi stwarza okazje, aby efekty jego nieSwiadomej pracy
wyptynety na powierzchnie Swiadomosci ucznia w postaci pomystu przetamujgcego impas.

Jesli opisywana procedura dotyczgca identyfikacji trudnosci i jej pokonania nie przynosi
rozstrzygniecia, nalezy jg powtarza¢ do skutku albo odtozy¢ rozwigzanie problemu na inny
termin i zajecie sie analogicznym, prostszym (nauczyciel powinien by¢ przygotowany na takie
sytuacje). Mozna tez rozwazyc ingerencje nauczyciela, ktdry zasugeruje kilka nowych
pomystow do weryfikacji, z czego jeden okaze sie skuteczny.

Faza ta, jak widzimy, przechodzi w faze 4. Kazdg nowg metode pokonania trudnosci uczen
przepracowuje w formie ataku na zadanie. Jednoczesnie sprawdza zaséb przygotowanych

w fazie 2 narzedzi i modyfikuje go w zaleznosci od kolejnych pomystéw. Podziat ten jest
zatem czysto umowny. Stosujemy go jednak ze wzgledu na tatwosc¢ opisu ztozonych procesow
umystowych. Cechg charakterystyczng tego etapu jest zdarzenie EUREKA!, sytuacja, w ktérej
zaatakowany problem ustepuje czy tez poddaje sie i jawi sie uczniowi jako rozwigzany. Trudno
przeceni¢ znaczenie tego momentu. Poczucie satysfakcji z wtozonego wysitku bierze sie

z wnetrza ucznia, nagroda jest wreczana i i odbierana przez te samg osobe. Motywacja do
podejmowania sie kolejnych zadan problemowych wzrasta.

Faza 6. Atakowany problem zostat rozwigzany. Uczen opracowuje rozwigzanie zgodnie

z narzuconym lub samodzielnie wypracowanym schematem. Powstaje pisemny raport, ktéry
moze by¢ zaprezentowany publicznie. Zawiera opis drogi jego rozwigzania. Pomija momenty
wahan, btedy lub falsyfikacje hipotez, ale moze uwypuklaé¢ momenty przetomowe. Warto

o nich wspomnie¢ podczas prezentacji. Wazne jest, ze uczen zdaje sobie sprawe, ze:

e aby znalez¢ i zapamietac rozwigzanie trudnego problemu, trzeba i warto popetniac
btedy,

* negatywne emocje muszg wystgpi¢ po to, by tym wieksze byty te pozytywne,

e warto sprawdzac swojg intuicje, by¢ podejrzliwym wobec wszelkich oczywistosci
pojawiajgcych sie w rozwigzaniu.




Zeszyt 1

Dzieki temu angazujemy w nie wiecej osrodkow mdzgu, nasza wiedza staje podczas

takich ¢wiczen coraz bardziej operacyjna, uzyteczna. Uczymy sie tez uniwersalnej metody
pokonywania trudnosci podczas rozwigzywania problemow, a wiec tez uniwersalnej metody
uczenia sie.

Faza 7. Refleksja nad zadaniem. Emocje sg wygaszone i uczen spoglgda wstecz na droge,
ktorg przeszedt. Dostrzega pewne state elementy tej drogi, wyodrebnia etapy i jednoczesnie
sprawdza, czy uwzglednit wszystkie konieczne elementy. Zastanawia sie, z jakimi innymi
znanymi lub nowymi zagadnieniami wigze sie problem. Nauczyciel/coach moze w tym
pomdéc, on przeciez wie, do jakich jeszcze dziatow lub konkretnych problemdéw odesta¢ ucznia
w nastepnej kolejnosci.

Przyktady zadan problemowych dla uczniéw klas
IV-VIII

Zadania dla ucznidéw klasy IV

Sytuacja edukacyjna

Cele
e zdobywanie sprawnosci w obliczeniach zegarowych.

Forma pracy: praca w grupach
Potrzebne materiaty: atrapy tarcz zegarowych (po 3 na grupe), teksty zadan.
Przebieg zaje¢

Faza 1. Uczniowie zostali podzieleni na grupy, majg przed sobg indywidualne zestawy
przyboréw oraz pomocy dydaktycznych i sg gotowi na przyjecie zadania.

Faza 2. Nauczyciel/coach przedstawia nastepujgcg historyjke (zadanie warto zilustrowac
schematycznie).

Zbyszek wracat ze szkoty do domu. W drodze zauwazyt, ze jego zegarek zatrzymat sie

na godzinie 13:58.

— Ktdra moze by¢ teraz godzina? — zastanawiat sie chtopak. — Musze kogos spytac.

— Na moim zegarku jest 14:05, ale ten zegarek sie troche spdznia — powiedziata
napotkana pani.

— Na moim jest 14:25 — powiedziat znajomy tej pani, z ktdrym szta — ale moj zegarek
troche sie spieszy.

— Znam te zegarki — powiedziat mijajgcy ich zegarmistrz. — Wczoraj o tej porze je
ustawiatem: jeden spdznia sie tyle samo minut na dobe, co drugi spieszy. Nic sie nie dato
zrobi¢. Nadal tak dziataja.




Pytania problemowe:

e O ktérej godzinie toczyta sie ta rozmowa?
¢ lle minut wczesniej zegarek Zbyszka przestat dziata¢?

Faza 3. Dzieci ustawiajg godziny na atrapach. Prowadzg rozmowy o tym, co znaczg informacje
podane w zadaniu. Ustalajg, co im sie moze przydaé. Dzielg sie rolami.

Faza 4. Jeden z ucznidw moze powiedzie¢: ,Na pewno jest to godzina pdzniejsza niz 13:58".
A drugi: ,,...a nawet pdzniejsza niz 14:05”. Moze wywigze sie dialog. Moze kto$ uzasadni,
dlaczego musi to by¢ godzina wczesniejsza niz 14:25.

Faza 5. Uczniowie wpadajg na pomyst, zeby zgadywac, np. kto$ zaproponuje: ,Niech to
bedzie godzina 14:10”. Uczniowie ustawiajg jeden z zegardw, sprawdzajg. Zegarek pani
spieszytby sie 5 minut, a pana spdzniat 15 minut. To nie jest dobry pomyst. Dzieci prébuja
nowych. By¢ moze za ktdoryms razem opracujg strategie pozwalajgca na szybsze odgadniecie
wyniku. Kazdy btagd moze dawac im zniechecajgce poczucie utkniecia, z ktérym trzeba sobie
poradzi¢. W koncu zgadujg i sprawdzajg wtasciwg odpowiedz: 14:15.

Faza 6. Uczniowie upewniajg sie, ze wynik jest prawidtowy. Przedstawiajg rozwigzanie
na kartce. Rysujg na niej wskazéwki zegara utozone na godzinie 14:15 i zaznaczajg na brzegu
tarczy tuki odpowiadajgce 10 minutom ,,do przodu” i 10 minutom ,do tytu”.

Faza 7. Nauczyciel odbiera raporty dotyczgce rozwigzanego zadania i pyta: ,,Jak znalezlibysmy
odpowiedz do zadania, gdyby réznica miedzy wskazaniami zegara pani i pana byta wieksza
niz 20 minut? Jak szybko znalez¢ odpowiedz dla réznicy réwnej 45 minut? Czy rozwigzanie
zadania bytoby inne, gdyby Zbyszek nie miat zegarka ani telefonu komdrkowego przy sobie?
Zaktadamy, ze spotkatby nadal te same osoby”.

Indywidualnie dzieci mogg teraz zajgc sie problemem utrwalajgcym umiejetnosci zdobyte
podczas zajec¢ grupowych.

Zbyszek wracat ze szkoty do domu. W drodze zauwazyt, ze jego zegarek zatrzymat sie

na godzinie 16:27.

— Ktdra moze by¢ teraz godzina? — zastanawiat sie chtopak. — Musze kogos spytac.

— Na moim zegarku jest 16:47, ale ten zegarek sie troche spdznia — powiedziata
napotkana pani.

— A ja nie moge odczytac ze swojego, bo nie wzigtem okularéw — powiedziat znajomy tej
pani, z ktérym szta — ale mdj zegarek troche sie spieszy.

— Znam te zegarki — powiedziat mijajgcy ich zegarmistrz. — Wczoraj o tej porze je
ustawiatem: jeden spdznia sie 5 minut na dobe, a drugi spieszy 8 minut. Nic sie nie dato
zrobi¢. Nadal tak dziataja.




Zeszyt 1

Pytania problemowe:

e O ktérej godzinie toczyta sie ta rozmowa?
e Ktorg godzine wskazywat w jej trakcie zegarek pana?

Zadania dla ucznidéw klasy V-V
Sytuacja edukacyjna 1

Cele

ksztatcenie umiejetnosci obliczen pienieznych.

Potrzebne materiaty: atrapy monet i banknotéw, kalkulatory, karty pracy z miejscami
na odpowiedzi.

Przebieg zaje¢

Faza 1. Uczniowie zostali podzieleni na grupy, majg przed sobg indywidualne zestawy
banknotéw oraz monet i sg gotowi na przyjecie zadania.

Faza 2. Nauczyciel opowiada:

Kasjer ma w kasie banknoty dziesiecioztotowe, dwudziestoztotowe

i pie¢dziesiecioztotowe oraz monety o nominatach od 5 gr do 5 zt. Chce wyptacaé kwoty,
uzywajac jak najmniejszej liczby banknotow i jak najmniejszej liczby monet. W pierwszej
kolumnie zapisane sg kwoty, jakie ma wyptaci¢ kasjer. Pomdz kasjerowi, wpisz

w wierszach odpowiednig liczbe banknotow lub monet o danym nominale. Jak upewnié
sie, czy rzeczywiscie uzyliSmy najmniejszej z mozliwych liczby banknotéw i monet?

Nominaty

50 zt 20 zt 10 zt 5zt 2zt 1zt 50 gr 20 gr 10 gr 5gr

34,55
125,30
243,05
243,05

356,20

408,90
599,35




W tabeli podano liczby wyptaconych banknotéw i monet o danym nominale. Tym razem
kasjer nie zawsze zwracat uwage na to, zeby wyptacac jak najmniejszg liczbe banknotow

i monet. Oblicz wyptacone kwoty i sprawdz, w ktérych wyptatach mogt uzy¢é mniejszej liczby
banknotéw oraz monet, popraw wpisy w tabeli.

Nominaty

50 zt 20 zt 10 zt 5zt 2zt 1zt 50 gr 20 gr 10 gr

4 3 4 4 0 0 0 0 0 0
0 2 5 6 0 3 0 0 0 10
1 5 2 4 1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 100 2 4
3 3 2 2 5 5 2 3 4 0
4 3 6 7 8 10 9 2 2 2
0 10 5 4 4 7 0 0 3 3
3 3 3 3 0 0 5 5 1 0

Faza 3. Uczen przygotowuje sie do rozwigzania zadania. W tym wypadku nie wymaga ono
zbyt wielu przygotowan. Grupa moze sie skoncentrowac na podziale pracy. Mozna podzieli¢
sie pracg nad jedng tabelg, potem nad drugg. Nauczyciel moze zasugerowac, ze nad
kolejnymi wyptatami warto pracowac w parach. Dba tez o to, by uczniowie nie skupiali sie
wytgcznie na rachunkach.

Faza 4. Problemem w zadaniu jest opracowanie sposobu na jak najbardziej efektywne
wyptacanie, czyli poszukiwany jest prosty algorytm, w ktdrym na wejsciu jest pewna kwota,
na wyjsciu zas cigg liczb. Uczniowie powinni dostrzega¢ nastepujace prawidtowosci: przy
danych nominatach liczba w kolumnie 50 zt moze by¢ dowolna, ale w kolejnej nie moze
przekraczaé 2, w kolejnej 1 itd. Zeby dobrze wypfaca¢ pienigdze, iloczyn liczby banknotéw lub
monet ich nominatu nie moze by¢ wyzszy niz nominat w rubryce z lewej strony. Oczywiscie
nie zgdamy od ucznidw zredagowania tej zasady, tylko jej stosowania.

Faza 5. Potkniecia lub utkniecia bedg zwigzane z btedami rachunkowymi, a te bedg wynikac
z niewyksztatcone] zasady lub nieuwaznego stosowania zasad uproszczonych. Eureka jest

poczucie, ze wyliczanie nastepuje strawnie;j.

Faza 6. Tabelki sg gotowe. Sktadane sg raporty i mozna przystgpic¢ do refleksji.

Faza 7. Nauczyciel: ,Jak rozwigzalibyscie takie zadanie: Kasia ma w skarbonce wytgcznie
monety dwuzfotowe. lle ma tych monet, jesli uzbierata 346 zt? lloma banknotami i monetami
mozna wyptaci¢ te kwote, uzywajac najmniej monet i banknotow”. Nauczyciel proponuje
inne kwoty. Tworzy kolejne zadanie. Uczniowie pomagajg, mozna zmienia¢ zawartosé
skarbonki: jedna piecioztotéwka i reszta dwuztotowki, a kwota to 99 zt. Jako zadanie




do indywidualnego rozwigzania (np. w domu): Uzupetnij tabelke i popraw w miejscach,
w ktérych liczba monet lub banknotow mogtaby by¢ mniejsza.

Nominaty

50 zt 20 zt 10 zt 5zt 2zt 1zt 50 gr 20 gr 10 gr 5gr

134,90
775,40
649,70
356,20
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Sytuacja edukacyjna 2

Cele

ksztatcenie umiejetnosci obliczen pamieciowych oraz opracowywania strategii.
Potrzebne materiaty: 9 kart do gry z liczbami od asa do 9 na kazdg grupe.
Przebieg zaje¢

Faza 1. Uczniowie zostali podzieleni na grupy, majg przed sobg indywidualne zestawy kart,
przybory do pisania i sg gotowi na przyjecie zadania.

Faza 2. Nauczyciel mowi: ,,Kwadrat magiczny to figura ztozona z liczb, w ktdrej suma liczb

w kazdej kolumnie, w kazdym wierszu i na ukos jest taka sama. Dostaliscie po 9 kart, ktore
trzeba utozy¢ w prostokat 3 x 3 tak, zeby tworzyty one kwadrat magiczny. Utozenie kwadratu
magicznego z podanych liczb to pierwszy etap zadania. Drugi etap polega na utozeniu
kwadratu magicznego z innych dziewieciu kolejnych liczb”.




Faza 3. Uczniowie przygotowujg zestaw, uktadajg go w dowolny kwadrat, np. po kolei.

Sprawdzajg, czy sumy liczb sg rowne. Okaze sie, ze nie s3.

Faza 4. Aby atak sie udat, uczniowie muszg przedyskutowac ze sobg metode pracy. Majg

tylko jeden zestaw kart na grupe. Trzeba je przektadaé w pewien sposdb, zeby nie powtarzac
uktaddw juz odrzuconych. Wszystkich mozliwych ustawien jest duzo. Potrzebne sg zasady
eliminowania. Celem ataku jest wypracowanie zasad eliminowania, dzieki ktérym wykluczone
zostang ,,ekstremalne” wiersze, kolumny lub ukosy, jak powyzszy 1+2+3 to duzo mniej niz
7+8+9. Trzeba te liczy wymieszac. Najlepiej niech zadne dwie z tych tréjek nie stojg w tej
samej kolumnie, wierszu lub ukosie.

Faza 5. Zadanie sie nieco upraszcza, ale nadal dominujgcym odczuciem dla uczniéw bedzie
utkniecie. Potrzebna jest cierpliwos¢ i wspoétpraca, np. ktos uktada, ktos inny liczy. Uczniowie
mogg tez wpas¢ na pomyst wyprodukowania kolejnych zestawdw kart. Z czasem zobaczymy
rezultat.

Uczniowie mogg tez wpas¢ na pomyst wyprodukowania kolejnych zestawdw kart. Z czasem
zobaczymy rezultat.




Zeszyt 1

Faza 6. Uczniowie przygotowujg raport. W raporcie prosimy ich o opis wtasnosci liczb

w tabeli, np. jaka jest suma liczb w kolumnach i wierszach, rozktad liczb parzystych

i nieparzystych. Dlaczego liczba 5 lezy w $Srodku? Jesli mozna tabelg obracaé lub odbijaé jg
symetrycznie, to ile takich kwadratow mozna utworzy¢?

Faza 7. Prosimy o rozwigzanie analogicznego zadania z kolejnymi liczbami od 34 do 42. Jaka
powinna by¢ liczba w $rodku? Jaka bedzie suma charakteryzujgca ten kwadrat? A co sie
stanie, jesli liczby bedg sie réznity o 2, np. wezmiemy do kwadratu magicznego 2, 4, 6, 8,
10, 12, 14, 16, 18? Jak mozna sobie pomadc, uktadajac ten kwadrat? Jak mozna skorzystaé

z kwadratéw uktadanych wczesniej?

Zadania dla ucznidéw klasy IV-VIII

Magiczna talia

Cele

ksztatcenie umiejetnosci rozumowania i odwracania operacji oraz opracowywania strategii.

Potrzebne materiaty: 9 kart do gry z liczbami od asa do 9 na kazdg grupe. Zestaw takich kart
dla siebie, utozonych w kolejnosci:

Przebieg zaje¢

Faza 1. Uczniowie bedg pracowali indywidualnie, majg przed sobg po jednym zestawie kart,
przybory do pisania i uczestniczg w prezentacji problemu.

Faza 2. Nauczyciel sktada swoje karty w talie liczbami do dotu, a nastepnie przektada karte
z wierzchu na spdd talii. Potem kolejng z wierzchu uktada na stole. Bedzie to as (jedynka),
kolejng karte przektada na spdd talii i kolejng wyktada przed uczniami. Zobaczg dwdjke.
Powtarza te czynnosci w tej same] kolejnosci az do wytozenia ostatniej karty — dziewigtki.

Pyta: ,,Co ciekawego mozna powiedzie¢ o uktadzie tych kart?”.




,Waszym zadaniem jest przygotowanie swojej talii w taki sposdb, aby po wytozeniu kart tak,
jak ja to robitem, uzyskac to, co ja”.

Faza 3. Uczniowie przygotowujg uktad kart. Przektadajg pierwsze kolejne do utozenia karty
od asa do czwérki pozostatymi kartami. Wyktadajg je na stot. Okazuje sie, ze po pigtce (lub
wczesniej) nie wykfada sie kolejna oczekiwana karta. Trzeba zaczyna¢ od poczatku.

Faza 4. Atak polega na tym samym, co koricéwka opisana w poprzedni punkcie. Dzieci
zapisujg, modyfikujg i testujg kolejne uktady. W niektérych rodzi sie poczucie, ze nie da sie
rozwigzac¢ zadania tg drogs.

Faza 5. Poczucie utkniecia wzmacnia nauczyciel, ktéry mowi: ,Ojej, zapomniatem wam dodac
jeszcze jedng karte, przeciez przygotowatem ich 10”. Jesli kto$ byt bliski sukcesu, a nawet
zdazyt juz rozwigzad zadanie, z powodu ,pomytki” nauczyciela, musi zaczg¢ od poczatku.
Metoda, ktorg obrat, nie jest dobra, skoro nie da sie jej uogdlni¢. Poza tym nie wiadomo,

czy nauczyciel nie ma w rekawie jeszcze karty z waletem, dama i krélem. Kolejne minuty
pozwalamy uczniom tkwié ,w kropce”. Jesli nie wpadng oni na twdrcze rozwigzanie zadania,
podsuwamy im nastepujgcy pomyst:

,Utdzcie karty na stole po kolej, czyli tak, jakby zadanie juz byto rozwigzane!. Nastepnie
wykonajcie wszystkie czynnosci w odwrotnej kolejnosci, niz trzeba bytoby zrobié, zeby
uzyskac taki uktad. Przyktadowo, jezeli trzeba byto utozy¢ karte z wierzchu na spdd, to teraz
bedziecie pobierac¢ karte ze spodu i ktas¢ na wierzch”.

Dzieci prébujg odtworzy¢ sytuacije, jakby przewijaty tasme filmowg do tytu. Sprawdzajg swoje
uktady. Powtarzajg, jesli trzeba. Wreszcie: Eureka!

Faza 6. Uczniowie zapisujg rozwigzania dla 10 kart, 9 i dowolnie wybranej innej ich liczby.

Faza 7. Nauczyciel podkresla fakt, ze w wielu zadaniach matematycznych trzeba dziata¢
dwukierunkowo. Przyktadowo, dodawanie sprawdza sie odejmowaniem. A dziataniem
odwrotnym do mnozenia jest dzielenie (i odwrotnie). Uczniowie mogg podac inne przyktady
dziatan i sytuacji, w ktérych stosuje sie metode wykorzystang do rozwigzania problemu

z kartami.

Zadania dla ucznidéw klasy V-V

Palindromy
(oprac. na podstawie Pisarski, 2004)

! Ten tok myslenia jest bardzo wazny w zadaniach konstrukcyjnych i na dowodzenie, ale takze w innych,

w ktorych cel musi spetniaé okreslone warunki.




Zeszyt 1

Cele

e ksztatcenie umiejetnosci obliczen pamieciowych, pisemnych lub na kalkulatorze.
Potrzebne materiaty: dywaniki liczbowe do 100 oraz kredki.
Przebieg zajec

Faza 1. Uczniowie zostali podzieleni na pary, majg przed sobg indywidualne zestawy:
dywaniki i kredki.

Faza 2. Nauczyciel: ,Oto dywanik liczbowy. Wéréd tych liczb widzimy te, o ktérych mozna
powiedzieé, ze czyta sie je tak samo od prawej do lewej i od lewej do prawej, na przyktad




22. Albo 9. Ale 21 juz nie ma tej wtasnosci. Takie liczby jak 22 czy 9 bedziemy nazywac
palindromami. To stowo oznacza zdanie lub wyraz, ktore czyta sie tak samo od lewej i od
prawej strony. Czy znacie takie stowa lub zdania?”. By¢ moze dzieci znajg lub wymyslg wyraz:
Ala, kajak, potop, albo zdania: Kobyta ma maty bok. Moze jutro ta dama sama da tortu jezom.
Jesli nie znajg, proponujemy im nasze i prosimy o zapisanie i sprawdzenie.

Nauczyciel: ,,Zwrdccie uwage, ze jezeli do liczby 21, ktéra nie jest palindromem, dodamy 12
(odwrécenie cyfr 21), to otrzymamy liczbe 33, czyli palindrom. Liczby takie jak 21 bedziemy
nazywali palindromami pierwszego stopnia, bo trzeba wykona¢ jedno dodawanie, zeby

z liczby otrzymac palindrom. Poszukajcie innego palindromu pierwszego stopnia na naszym
chodniczku”.

Nauczyciel: ,Jezeli operacje z dodawaniem liczby o przestawionych cyfrach trzeba powtdrzy¢
dwa razy, otrzymamy palindrom drugiego stopnia. Znajdzcie palindrom drugiego stopnia”.
Dzieci mogg wskazac¢ 49 i uzasadnic: 49 + 94 = 143 (nie jest to palindrom), 143 +341 = 484
(palindrom).

Nauczyciel pokazuje sposéb kolorowania pot dywanika w zaleznosci od stopnia palindromu.




Zeszyt 1

Faza 3. Ta faza nie jest zbyt pracochtonna. Wiadomosci i umiejetnosci potrzebne do stawienia
czota problemom sg w zasiegu reki. Problemy sg w tym zadaniu natury ilosciowej. Trzeba
zakonczy¢ prace w niezbyt dtugim czasie, a zatem nalezy jg dobrze rozplanowac. Znalezé
skrdcone Sciezki. Zastanowic sie, w jakiej kolejnosci i ktére liczby bada¢. Mozna zawczasu
zauwazy¢ pewne prawidtowosci w rozktadzie liczb w tabeli i nie badac¢ liczb, ktérych stopien
palindromicznosci wida¢ bez rachunkdw.

Faza 4. Atak nie moze sie nie udaé, jezeli trudnosci techniczne sie nie spietrzg. Trzeba
potgczy¢ samo dodawanie liczb z przeliczaniem liczby. Nalezy wykonywadé rachunki

i zamalowywac pola dywanika w okreslony sposéb. Nie jest tatwo rozpozna¢ wyzsze niz
drugi stopien palindromu, jesli sie ich nie przeliczy. Uczniowie mogg poréwnywac dywaniki
i weryfikowac rdznice.




Faza 5. Utknieciem w tym punkcie moze by¢ liczba 89. W jej przypadku rachunki trwajg
znacznie dtuzej. Nie jest to jednak utkniecie spowodowane btedem, cho¢ takie tez mogg sie
zdarzy¢. Liczba ta wyraznie rdzni sie od innych.

Faza 6. Rozwigzaniem problemu jest kolorowa tablica z palindromami réznych stopni. tatwo
zweryfikowaé poprawnosé, ale naszym celem gtéwnym jest nie tyle prawidtowe opisanie
kazdej z liczb, ile odkrycie odpowiednich symetrii i zbadanie, czy wszystkie uzyskane
dywaniki sg jednakowe. W wypadku rdéznic nalezy sie upewnié, ze najczesciej wystepujacy
stopien palindromu jest poprawny. To ¢wiczenie ma rozbudowang faze ewaluacji. Warto
przy tej okazji porozmawiac o najbardziej efektywnej metodzie gromadzenia danych i ich
przetwarzania.

Faza 7. Faza ta wynika z poprzedniej. Zachecamy uczniéw do szukania palindromow
okreslonych stopni. Moze komus uda sie trafi¢ na kolejny rzadki palindrom, np. stopnia
10 wsrdd liczb wiekszych od 100, lub znalez¢ sposdb na konstruowanie liczby bedgcej
palindromem zadanego stopnia.

Zadanie dla uczniow klas V-VIII
Patyczkowa algebra (Matematyka 1..., 2015)

e prowadzenie rozumowania przez analogie i indukcyjnego,
* wycigganie wnioskdw na podstawie wczesniejszych przypadkow,
e uyogodlnianie wtasnosci figur i wyrazanie tych wiasnosci w jezyku algebry.

Zadanie jest paradygmatycznym przyktadem zadan, ktére mozna dostosowywac do poziomu
intelektualnego dzieci w roznym wieku oraz odpowiednio dobiera¢ do niego forme pracy

(w grupach, praca indywidualna). W klasach mtodszych mozna je ograniczy¢ do szukania
liczby zapatek w kolejnych figurach, w starszych nawet wzoru na sume liczby zapatek

w figurze o dowolnym numerze.

Potrzebne materiaty: patyczki, liczmany albo zapatki bez tatwopalnych koricéwek, tabelki do
wpisywania wynikow badan i wnioskow.

Przebieg zaje¢

Faza 1. Uczniowie zostali podzieleni na pary, majg przed sobg indywidualne zestawy zapatek
i tabelki.

Faza 2. Nauczyciel: ,Mamy cztery domki z zapatek, ktore wygladajg tak:




Zeszyt 1

Waszym zadaniem jest obliczy¢, ile zapatek potrzeba na zbudowanie dwudziestego
i pie¢dziesigtego takiego domku. Policzcie takze, ile zapatek potrzeba razem na zbudowanie
50 takich domkow”.

Faza 3. Uczniowie ogladajg swoje figury i tabelki, w ktérych bedg notowac zbierane
informacje.

Nr figury

Liczba
zapatek

Przeliczajg patyczki na rysunku i wpisujg liczby do tabeli. Uktadajg kolejne figury (5, 6, 7),
ewentualnie przeliczajg je na rysunku lub w wyobrazni, jesli dostrzegg prawidtowosé: liczba
zapatek wzrasta o 5.

Faza 4. Ta faza dotyczy zagadnienia zwigzanego z pie¢dziesigtym domkiem. Liczby patyczkow
nie warto uzyskac na drodze przeliczania. To do$¢ duza liczba i przeliczajgc (nawet pigtkami),
tatwo sie pomylic.

Faza 5. Liczby w drugim wierszu majg takze pewng ciekawg wtasnos¢ i trzeba jg zauwazyé
po wypetnieniu tabeli do domku nr 7 lub 20. Mozna ufatwi¢ mtodszym dzieciom odkrycie tej
prawidtowosci, dodajgc do tabeli kolejny wiersz. Tu mozna utkng¢ po raz pierwszy.

Nr figury

Liczba
zapatek

Liczba
1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+
zapatek

Drugie utkniecie moze pojawi¢ sie podczas obliczania sumy liczb z drugiego wiersza.
Zadanie ma charakter algebraiczny i adresujemy je do uczniéw klasy VII lub VIII, wczesniej
wyprowadzajac z nimi prosty wzor na sume kolejnych liczb naturalnych, po ktéry bedg mogli
siegng¢ w fazie 2 lub 4.

Faza 6. Ocene poprawnosci rozwigzan utatwiajg wypetnione tabele. Warto zapyta¢ o wyniki
dla kolejnych przypadkow: setny domek, suma stu domkdw oraz zwrdci¢ uwage na znaczenie
przedstawien obrazowych podczas rozumowania typowego dla arytmetyki lub algebry.

Faza 7. Uczniowie wymyslajg swoje zadania z zapatek. Mogg je notowac¢ w analogicznych
tabelkach.




Nr figury

Liczba
zapatek

Rysunek

Nauczyciel: ,W tym zadaniu uzywalismy zapatek. Mozemy do naszych konstrukcji uzywacé
kwadratéw i obliczag, ile takich figur tworzy kolejne. Uktadajmy zatem figury wedtug zasady
przedstawionej na rysunku”.

s b e

Zadanie dla ucznidéw klasy VI-VIII

Gra w patyczki
Cele
e opracowywanie ogolnych strategii prostych gier.

Potrzebne materiaty: po 12 patyczkéw (albo kamyczkdw, kasztandw lub innych drobnych
przedmiotéw) na pare uczniow.

Faza 1. Uczniowie majg do dyspozycji oprocz zestawdw tylko kartki i dtugopisy.

Faza 2. Nauczyciel: ,Naucze was dzisiaj prostej gry, w ktorg warto grac nie tylko na lekcji
matematyki. Waszym zadaniem bedzie opracowanie strategii, zeby jeden z graczy, ten, ktory
zaczyna, albo drugi mdgt za kazdym razem wygrywac. Nie bedzie to sprawiedliwa gra.

Polega ona na tym, ze gracze biorg na zmiane ze stotu albo jeden drobny przedmiot, albo
dwa, albo trzy. Wygrywa ten z nich, kto zbierze ze stotu w swoim ruchu ostatni przedmiot”.

Faza 3. W ramach przygotowania do ataku na zadanie uczniowie rozgrywaja kilka partii gry.
Bacznie obserwujg ruchy swoje i przeciwnika. Szukajg prawidtowosci rozktadéw wygranej
albo zwycieskiej strategii.

Faza 4. Uczniowie stawiajg hipotezy i wyprébowuja je. Gra nie trwa dtugo, wiec nietrudno
przetestowac w krotkim czasie wiele réznych pomystéw. Mogg one by¢ zapisywane
w tabelkach typu ,,jesli ja wzigtem 1, to przeciwnik, wziat...”




Zeszyt 1

Ja wzigtem 2 1 2 3 Wygratem

Kolega wzigt 2 1 1

Ja wzigtem

Kolega wziat

Analiza danych, wyszukiwanie prawidtowosci, opracowywanie strategii i testowanie ich to
praca, ktéra trwa az do zwyciestwa w zadaniu albo do poczucia ,jestem w kropce”.

Faza 5. Strategia, o ktérg chodzi w problemach tego typu, opiera sie na sumowaniu
przedmiotéw w sgsiednich dwdch ruchach dwdch graczy. W tej grze wazne jest, zeby
drugi gracz brat tyle przedmiotéw, ile brakuje do 4. Wtedy w przedostatnim ruchu zostana
4 przedmioty i drugi gracz, postepujgc tak samo, zawsze wygra. Mozna dac¢ nastepujaca
wskazéwke: ,Analizujcie gre od ostatnich dwdch zbidrek”.

Nawet jezeli nie wszyscy uczniowie wpadng na wtasciwg strategie, kazdy bedzie mogt jg
wyprobowacd na podobnych grach z innymi warunkami poczatkowymi. Przyktadowo, mamy
17 kamieni i wolno wzig¢ 1, 2, 3 albo 4 w jednym ruchu.

Faza 6. To faza testowania roznych gier i obmyslania strategii.

Faza 7. Uczniowie zbierajg informacje i utrwalajg je.

lle jest patyczkow; Ktory gracz lle bierze Ile bierze drugi Kto wygrywa?

ile mozna brac? zaczyna? zaczynajacy? gracz?

Tyle, ile brakuje

12;1,2,3 1 Dowolng liczbe do 4

Zadanie dla uczniow klas VII-VIII

Wsrod problemowych zadan geometrycznych osobng kategorie stanowig zadania

na odkrywanie wzoréw. Mogg to by¢ zaréwno wzory na pola figur, jak i wzory na liczby
charakterystycznych odcinkdw lub miary katow. Nizej przedstawiamy opis typowe;j sytuacji
edukacyjnej zwigzanej z mniej eksponowanym wzorem dotyczgcym liczby krawedzi scian

i wierzchotkdw wieloscianéw wypuktych.




W2zor Eulera dla wieloscianow

Cele

e odkrywanie wzoru taczgcego liczbe wierzchotkow, krawedzi i $cian graniastostupow,
e uyogodlnienie go na ostrostupy.

Potrzebne materiaty: modele graniastostupdéw i ostrostupdéw dla kilku grup 4-5-osobowych
oraz tabelki.

Liczba

CGlghicatostip wierzchotkow Liczba Scian S

Liczba krawedzi

o podstawie... W K

trojkatnej

czworokatnej

pieciokatnej

szesciokatnej

siedmiokatnej

Faza 1. Uczniowie przygotowujg podreczniki i kartki do notatek.

Faza 2. Nauczyciel: ,Duzo juz wiemy o tych wieloscianach. Dzisiaj odkryjecie jeszcze jedng ich
wtasnosé, znang od co najmniej XVIII wieku. Bedziecie mogli poczu¢ te same emocje, jakie
czut wielki matematyk Leonard Euler, ktéremu przypisuje sie odkrycie i dowdd tej wtasnosci.
Mysle, ze to przyjemne uczucie.

Na poczatku zgromadzcie dane o graniastostupach i wpisujcie je do tabeli. Zadanie bedzie
polegato na odkryciu prostego zwigzku miedzy liczbami W, K i S”.

Faza 3. Uczniowie przypominajg sobie, czego nauczyli sie o graniastostupach, czyli: czym sg
Sciany, jak sg utozone, czym sg krawedzie. Jak liczba wierzchotkéw zalezy od liczby krawedzi
itp. Liczg wierzchoftki, krawedzie i $ciany na otrzymanych modelach. Wpisujg odpowiednie
liczby dla graniastostupow, ktérych modeli nie majg do dyspozycji.

Faza 4. Korzystajgc z dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia, uczniowie budujg
formuty matematyczne, ktére bytyby spetnione przez wszystkie tréjki liczb W, S i K wpisane
do tabeli. Mozliwosci jest wiele. Testowanie hipotez trwa od kilku do kilkunastu minut. Moze
zakonczy¢ sie niepowodzeniem.




Faza 5. Rubryka W+S powinna by¢ duzg pomoca. Jezeli uczniowie majg juz za soba
doswiadczenia w rozwigzywaniu zadan problemowych, mozna jej w tabeli nie umieszczacd.
Jezeli mimo jej umieszczenia wielu uczniéw pozostaje ,w kropce”, mozemy zwrdci¢ uwage,
Ze we wzorze wystepuje jeszcze pewna stafa liczba albo ze we wzorze nie uzywamy mnozenia
i dzielenia.

Faza 6. Przyglagdamy sie efektom pracy i zastosowaniom odkrytego wzoru. Dzieki niemu
mozna sprawdzié, czy istniejg graniastostupy o zadanych liczbach krawedzi, wierzchotkéw

i Scian. Warto porozmawiac tez o tym, czy kazda trdojka liczb spetniajgcych odkryty wtasnie
wzor Eulera moze by¢ liczbg wierzchotkdw, krawedzi i scian pewnego graniastostupa. Jesli nie,
warto znalez¢ przyktad.

Faza 7. To faza uogdlnienia wzoru. Jesli wydaje sie on prawdziwy dla graniastostupow (nie
jeste$Smy absolutnie pewni, ze tak jest, poniewaz nie udowodnilismy tego wzoru), to mozliwe,
Ze bedzie on prawdziwy takze dla ostrostupéw. Dlaczego nie sprawdzié?

Ostrostup Liczba
0 podstawie... wierzchotkéw W

Liczba scian S Liczba krawedzi K Czy W + S = K+2

tréojkatnej

czworokatne;j

pieciokatnej

szesciokatnej

siedmiokatnej

Warto wypisaé, jakie inne zaleznosci dotyczg liczby wierzchotkéw i krawedzi lub krawedzi
i Scian w graniastostupach i ostrostupach. Czy sg one takie same dla tych bryt?

Zadanie dla klas VII-VII
Piramidki

Cele

e obserwowanie przypadkow i uogdlnianie,
e prowadzenie rozumowania typowego dla algebry,
e przeksztatcanie prostych wyrazen algebraicznych.




Potrzebne materiaty: kartki z piramidkami.

Faza 1. Uczniowie pracujg indywidualnie. Przygotowujg wytgcznie dtugopisy.

Faza 2. Nauczyciel: ,Dzisiejsze zadanie problemowe bedzie dotyczyto prostych piramidek
liczbowych. Wiecie, jak sie je buduje. Przypomnijmy sobie”.




Kazda liczba od rzedu drugiego w goére jest sumg dwdch liczb umieszczonych pod nig. Od
liczb umieszczonych w pierwszym rzedzie na dole zalezy, czy liczba na gérze bedzie parzysta,
czy nieparzysta, a moze tez liczby te majg wptyw na inne wtasnosci liczby na samej gorze.
Popracujmy nad odkryciem jak najwiekszej liczby prawidtowosci. Oto wasze puste piramidki.
Wohisujcie w nie liczby, stawiajcie hipotezy, testujcie je i zapisujcie, jesli waszym zdaniem
okazg sie prawdziwe”.

Faza 3. Uczniowie przygotowujg piramidki i strategie wpisywania liczb, rozpisujg rozne
warianty w rodzaju: (parzysta, parzysta, parzysta), (parzysta, parzysta, nieparzysta) itd.

Faza 4. Uczniowie wybierajg reprezentantki poszczegdlnych podzbioréw i wpisujg je do
piramidek. Obserwuja, jak zmienia sie wartosc i rodzaj liczby na szczycie piramidki. Zbieramy
hipotezy.

W dwodch na cztery mozliwe rozktady liczb w dolnym wierszu piramidki na szczycie pojawita
sie liczba parzysta. Od czego zalezy ten wynik?

Faza 5. Z ewentualnego utkniecia w tym zadaniu mozna wybrna¢, obserwujac liczby

w Srodkowym wierszu. Skad sie biorg parzyste liczby? Sg sumami dwdch parzystych albo
dwdch nieparzystych liczb ponizej. Do tego typu rozumowania skfania¢ powinna ta faza
zadania. Jednak prawdziwe wyjscie z impasu i rozbudowanie zadania o kolejne wtasnosci
bedzie mozliwe, gdy wprowadzimy oznaczenia literowe.




Piramidka pokazuje, ze rodzaj liczby na gorze zalezy wytgcznie od liczby A i C. Eureka jest tu
przejscie z konkretnych liczb na wyrazenia algebraiczne. Teraz mozna podstawia¢ za A, Bi C
liczby réznych postaci i obserwowad, jak bedzie zmieniata sie liczba na gérze. Od czego bedzie
zalezata np. jej podzielnosé¢ przez 3?

Faza 6. Zbieramy hipotezy i twierdzenia ucznidw. Zapisujemy je i weryfikujemy.

Faza 7. Ta faza nieco nam sie skurczy, jezeli uczniowie bedg dostatecznie tworczo
opracowywali liczbowe piramidki w fazie 5.

Zadania wykraczajgce poza podstawe
programowq

Zadania konstrukcyjne

Mozna zaryzykowa¢ nastepujgce twierdzenie: wycofanie z programow nauczania ciekawych
zadan konstrukcyjnych (pozostawiono wytgcznie proste konstrukcje elementarne) miato
wptyw na obnizeniem poziomu wynikéw ksztatcenia w zakresie uzasadniania poprawnosci
matematycznych wywoddw, w tym w zakresie umiejetnosci zwigzanych z dowodzeniem
twierdzen. Nie ma lepszego przyktadu zadania problemowego, wymagajgcego stawiania
przypuszczen i sprawdzania, czy zaprojektowany proces prowadzi do efektow spetniajgcych
warunki zadania, niz zadania konstrukcyjne w klasycznym znaczeniu tego stowa, czyli zadania,
w ktérych:

* narzedziami sg cyrkiel i linijka bez podziatki,

e danymi sg figury geometryczne,

e szukana jest procedura konstrukcyjna, ktorg trzeba opisaé¢ w punktach w postaci
instrukcji,

o efektem tej konstrukcji jest figura, ktéra spetnia wiele warunkéow danych w zadaniu.

Bardziej ztozone opisy konstrukcji, stanowigce rozwigzanie zadania, sktadajg sie z sekwencji
nastepujgcych konstrukcji elementarnych:

e symetralnej odcinka,

e dwusiecznej kata,

e trojkata rownobocznego,

e kata przystajgcego do danego,
e prostej rownolegtej do danej,
e prostej prostopa

Waznym etapem rozwigzania zadania jest uzasadnienie poprawnosci konstrukcji, czyli
uzasadnienie, ze przeprowadzone etapy konstrukcji skutkujg odpowiednig wtasnoscig
skonstruowane;j figury. Czasem w uzasadnieniu trzeba tez oprzec sie na twierdzeniu, o ktérym
nie ma mowy w tresci zadania.




Zeszyt 1

Zadania konstrukcyjne ze wzgledu na specyfike swego rozwigzania sg scisle skorelowane
z umiejetnosciami wymaganymi od programistow. Majg wiec duze znaczenie nie tylko dla
rozwoju rozumowania matematycznego, ale tez dla edukacji informatycznej.

Znaczenie dla edukacji informatycznej mozna tez uwypuklié, kiedy do opracowywania
konstrukcji uzywa sie takich programoéw jak Geogebra czy Cabri. Docenmy ten rodzaj zadan
na nastepujacym przyktadzie.

Poszukiwanie konstrukcji to klasyczny typ zadan problemowych. Na szczegdlng uwage
zastuguje w nim faza ,,bycia w kropce” oraz faza uzasadniania poprawnosci rozumowania.

Ponizsze zadania wykraczajg poza podstawe programowa.
Zbuduj trojkat
Cele
e zastosowanie elementarnych konstrukcji geometrycznych do rozwigzywania zadan,
e ksztatcenie rozumowania dedukcyjnego, formutowania warunkéw i sprawdzania, czy
konstruowana figura je spetnia.
Potrzebne materiaty: karteczki z zadaniami problemowymi, ktére przekazemy uczniom.
Faza 1. Uczniowie majg do dyspozycji cyrkle, linijki, otéwki i kartki bez linii. Majg za sobg
zajecia utrwalajgce podstawowe konstrukcje geometryczne i znajg wymagania dotyczgce
pracy nad zadaniem i redakcjg rozwigzania zadania konstrukcyjnego.
Faza 2. Nauczyciel: ,Dzisiaj bedziemy nadal opisywac konstrukcje trojkatéw, majgc dane

charakterystyczne: ich odcinki albo odcinki i katy. Bedziecie mogli korzystac¢ z Geogebry, ale
tez poprosze was o wykonanie konstrukcji za pomoca tradycyjnych cyrkli i linijek.

Oto wasze pierwsze zadanie problemowe. Skonstruuj trojkat, majac dane dwa jego boki
i wysokos¢ opuszczong na jeden z nich”.




Faza 3. Przygotowanie polega na wykonaniu nastepujgcych, wzglednie statych czynnosci.

Uczen sporzadza odreczny szkic przedstawiajgcy poszukiwany tréjkat. Widzi cel, ku ktéremu
zmierza.

Uczen spisuje warunki, ktore tgczg efekt i dane zadania:

1. AB=b
2. AC=a
3. CD=h

Uswiadamia sobie, ze szuka konstrukcji trojkata ABC.

Uczen przypomina sobie kilka elementarnych konstrukcji, ktére, jak mu podpowiada intuicja,
mogtyby sie przydac w zadaniu: konstrukcja tréjkata, gdy dane sg trzy odcinki, konstrukcja
prostej prostopadtej do danej prostej.

Faza 4. Uczen za pomocg cyrkla i linijki konstruuje tréjkat. Domysla sie, ze kluczowe dla
zadania jest skonstruowanie punku C. Zanim utknie w tych poszukiwaniach, powinien
skonstruowac odcinek AB oraz okrag o sSrodku w punkcie A i promieniu a. Punkt C jest jednym
z punktow tego okregu.




Faza 5. Trudnos¢ sprawi¢ moze umieszczenie w konstrukcji odcinka h. W pokonaniu
tej trudnosci moze pomadc naszkicowanie okregu i prostej réwnolegtej do odcinka b,
poprowadzonej w odlegtosci h od tego odcinka.

Prosta ta przetnie okrgg w dwdch punktach, w tym w wierzchotku C. Czy drugi punkt
przeciecia moze by¢ wierzchotkiem C drugiego rozwigzania? Eureka!

Faza 6. Uczen opisuje konstrukcje prowadzgcg jego zdaniem do powstania rysunku
analogicznego do zakoriczonego wiasnie szkicu.

1. Kresle odcinek b (AB).
2. Kresle okrag o srodku w punkcie A i promieniu a.

3. Kresle prostg prostopadtg do AB i okrgg o sSrodku w punkcie przeciecia tej prostej
z odcinkiem AB o promieniu h.

4. Przez drugi koniec odcinka h prowadze prostg réwnolegta do AB, ktéra przetnie okrag
z punktu 1 w punktach C1i C2. Kazdy z tych punktdw moze by¢ trzecim wierzchotkiem
szukanego trdéjkata ABC.




Uczen przeprowadza opis poprawnosci konstrukcji. Pisze, ze:

e Warunek 1. AB = b spetniony jest na podstawie punktu 1 opisu konstrukgji.
e Warunek 2. AC = a spetniony jest na podstawie punktu 2 opisu konstrukgji.
e Warunek 3. CD = h spetniony jest na podstawie punktéw 3 i 4 opisu konstrukcji.

W wyniku konstrukcji otrzymalismy dwa réwnowazne rozwigzania tego problemu.

Faza 7. Nauczyciel pyta o to, czy zadanie ma rozwigzanie niezaleznie od dtugosci wybranych
odcinkéw. Podsuwa tez inne problemy do rozwigzania, np.

e Skonstruuj trojkat, majac dane dwa boki i wysokos¢ opuszczong na trzeci bok.

e Skonstruuj trojkat, majac dane jeden bok i dwie wysokosci, w tym jedng opuszczong
na dany bok.

e (Czy jezeli sposrdd trzech bokéw i trzech wysokosci wybierzemy dowolne trzy (np. trzy
wysokosci), czy zawsze uda nam sie skonstruowac tréjkat?

Zadania problemowe

Zadanie dla uczniow klas V-VIII
Dwa kwadraty

Zadania problemowe sprawiajg uczniom wiele ktopotéw, poniewaz do ich rozwigzania nie
wystarczy znajomosc¢ elementarnych procedur, schematéw. ,Trzeba wpasé na rozwigzanie” —
mowig uczniowie. Co to znaczy ,wpasc¢ na pomyst rozwigzania”? Wielu uwaza, ze trzeba miec
jakies wrodzone zdolnosci wykraczajgce poza norme, talent do matematyki. My staramy sie
im udowodni¢ poprzez praktyke, ze to jest umiejetnos¢, ktérej mozna i trzeba sie nauczyé,

a talent to przede wszystkim systematyczna praca.

Istotnie, co mozna sprawdzi¢ na wielu przyktadach, do tego, zeby kazdy przecietnie
uzdolniony matematycznie uczern mdgt radzi¢ sobie w sytuacjach problemowych, wystarczy
odpowiedni trening. Dzieki niemu uczen wypracowuje sobie kilkanascie heurystycznych
strategii. W poprzednim zadaniu oméwiliSmy procedure, ktdra spetnia role schematu lub
planu, przeprowadzajgcego przez zasadnicze trudnosci zadania (dobrze sie przygotuj do ataku
na problem, wykonaj szkic, zapisz warunki itp.).

Sytuacja problemowa dotyczy¢ moze tez utozenia zadania i rozwigzania go. Czasem wystarczy
popatrzec na rysunek, aby utozy¢ tres¢ zadania. Czasem mozna podac tres¢ zadania bez
pytania. Zadaniem ucznidw jest utozenie jak najwiekszej liczby ciekawych pytan.




Zeszyt 1

Sytuacja problemowa
Cele

e ksztatcenie umiejetnosci stawiania pytan problemowych,
® wyznaczanie pot czesci wspolnych figur réznymi metodami.

Potrzebne materiaty: dwa jednakowe kwadraty wyciete z sieci kwadratowej na kazdg pare
uczniow.

Przebieg zaje¢

Faza 1. Uczniowie przygotowujg sie do zadania. Bawig sie kwadratami, ale ich nie zginaj3.
Badajg wzajemne potozenia, sprawdzaja, ze figury sg przystajgce.

Faza 2. Nauczyciel: ,Zwykle to ja wam daje zadanie problemowe do rozwigzania, a dzisiaj
wy sami sprébujecie je utozy¢”. Toczy sie burza mézgdéw. Nauczyciel skrzetnie notuje
propozycje uczniow, a w koncu, jesli nie pada ta propozycja méwi: , A jakie polecenie mozna
sformutowac do takiego potozenia kwadratéw?”.

Chodzi nam o polecenie: Zmierz pole czesci wspdlnej kwadratow. Bedziemy zaktadac, zgodnie
z obrazem, ze przecinajgce sie boki kwadratow dzielg boki tego z lewej w stosunku 1:3.

Faza 3. Uczniowie rozwigzujg wybrane problemy, wymyslone wczesniej, takze ten, w ktorego
skonstruowaniu pomagt nauczyciel. Skupmy sie teraz na nim.

Uczniowie przywotali juz podobne zadania, probujg podzieli¢ czworokat czesci wspdlnej
na figury, ktérych pole potrafig obliczy¢ i juz sg gotowi do ataku.




Faza 4. Zadanie mozna rozwigzac na kilka sposobow, ktére warto przywotac
w podsumowaniu. Zanim zostang odkryte, moze nastgpi¢ moment pierwszej porazki.

Faza 5. Umiejetnoscig, ktdrg uczniowie muszg zdoby¢, rozwigzujgc tego typu zdanie, jest
umiejetnos$¢ dorysowywania do rysunku odpowiednich odcinkdw, np.

Dostrzezenie jednej z tych mozliwosci bedzie punktem przetomowym rozwigzania.

Faza 6. To zadanie mozna tez postawic od razu w formie ogdlnej. Potozenie kwadratéw,

z ktérych jeden jest zaczepiony w Srodku drugiego jest dowolne. Nalezy zbada¢, jak zmienia
sie pole czesci wspodlnej tych figur, gdy obracamy je wzgledem siebie, zachowujac pozycje
wierzchotka A.

Warto wiec wrdéci¢ do tego zadania w tej wtasnie postaci za jakis czas. Kolejng umiejetnoscig
¢wiczong podczas rozwigzywania takich zadan jest rozwazanie na poczatku prostych,
szczegolnych przypadkow. Tutaj: przypadku, gdy odpowiednie boki sg do siebie prostopadte.
Pierwszy sukces, czyli zmierzenie pola (4), dodaje checi do dalszej pracy i pozwala

postawic pierwsze przypuszczenie: a moze to pole sie nie zmienia. Teraz uzasadnienie tego
przypuszczenia staje sie celem zadania.

W omowieniu rozwigzan akcentujemy réznorodnosé sposoboéw dojscia do wyniku.




Faza 7. Uczniowie opowiadajg o drodze, ktdrg przeszli. Zastanawiajg sie, czy podobne
zadanie mozna by utozy¢ (i podobnie rozwigzac) o tréjkacie réwnobocznym albo dowolnym
prostokgcie. Odkrywaja, ze pole czesci wspdlnej stanowi czwartg cze$é pola jednego
kwadratu.

Zagadki logiczne

Zadania dla ucznidéw klas IV=VIIi
Cele
e ksztatcenie rozumowania logicznego, konstruowania zwigzkéw przyczynowo-
skutkowych i technik radzenia sobie w sytuacjach problemowych bez wyraznego
kontekstu matematycznego, czyli bez porecznych modeli matematycznych

utatwiajgcych rozwigzywanie klasycznych zadan, np. z uzyciem réwnan.

Potrzebne materiaty: zbidr prostych i bardziej ztozonych zagadek logicznych i tak zwanych
paradoksow.

Przebieg zajec

Faza 1. Uczniowie majg przed sobg papier do notatek i przybory do pisania, kredki.

Faza 2. Nauczyciel: ,Wszyscy wiedzg, ze aby dobrze uzywa¢ matematyki, trzeba umiec
logicznie mysled. Jak sie tego nauczy¢? Po prostu trzeba rozwigzywac odpowiednie zadania.
Dzisiaj bedziemy rozwigzywac zagadki logiczne. Przygotowatem na kartce kilka z nich.

W okreslonym czasie rozwigzcie ich jak najwiecej”.

Przyktadowa lista zagadek:

Zadanie 1. Z miasta A do miasta B jedzie pocigg. Po réwnolegtym torze z miasta B do miasta
A tez jedzie pociagg. Odlegtos¢ miedzy miastami wynosi 500 km. Kazdy z pociggdw porusza
sie z predkoscig 100 km/h. Od pociggu do pociggu lata mucha. Porusza sie ona z predkoscia
25 km/h. Jakg droge przebedzie mucha od momentu wyruszenia pociggdw do momentu ich
spotkania na réwnolegtych torach?




Zadanie 2. Zmien potozenie monet, zeby wzdtuz jednego boku kwadratu lezato ich 5, a nie 4.

Zadanie 3. lle obrotéw wykona jedna moneta wokét drugiej, jesli bedziemy jg obracac
po obwodzie tej drugiej?




Zadanie 4. Wiele firm podczas rozmoéw kwalifikacyjnych testuje kandydatéw na pracownikéw.
Oto dwa przyktady testéw pewne;j firmy.

Zadanie 5. Wytnij i zt6z elementy uktadanki, aby jezdZcy siedzieli na koniach.
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Zadanie 6. Z drewnianej beczki o pojemnosci 100 | wypetnionej po brzegi wodg nalezy odlac
potowe. Nie dysponujemy zadnym dodatkowym naczyniem. Jak tego dokonac¢?

Zadanie 7. Mamy zmierzy¢ linijkg odlegtos¢ pomiedzy najbardziej od siebie oddalonymi
wierzchotkami prostopadtosciennego zaklejonego pudetka. Jak to zrobic¢?

Zadanie 8. Na rozstajach dwdch drég spotykamy dwie osoby, o ktorych wiemy tylko tyle,

Ze jedna mowi zawsze prawde, a druga zawsze ktamie, ale nie wiemy, ktdra. Chcemy zapytac
o droge do miasta A. Tylko jedna z drég tam prowadzi. Jak sformutowa¢ pytanie, zeby
odpowiedz pozwolita nam dostac sie tam, dokad idziemy?

Zadanie 9. a) Przet6z 4 zapatki, aby powstaty 4 tréjkaty o boku diugosci jednej zapatki.

b) Przetdéz 3 zapatki, aby ryba byta zwrécona w prawg strone.




Faza 3. Przygotowanie do rozwigzywania zestawow zagadek mija sie z celem. Rozwigzywanie
odbywa sie w trybie , kto szybciej odgadnie”, wiec nie jest zbyt efektywne. Ten etap moze
dostarczy¢ argumentow, ze nie nalezy sie Spieszy¢ i najpierw dobrze przygotowac do pracy.

Faza 4. Uczniowie sprawdzajg, co jest lepsze: atakowanie wszystkich zagadek
jednoczesnie, czy atakowanie po kolei? Czy zaczynamy od najtrudniejszych dla siebie, czy
od najtatwiejszych? Odpowiedz na to drugie pytanie ,,od najtatwiejszych” nie musi by¢
poprawna.

Faza 5. Atak na niektére zagadki moze zakonczy¢ sie utknieciem. Uczniowie ¢wiczg odpornosé
emocjonalng oraz rozumowanie dywergencyjne, czyli wielotorowe, wykraczajgce poza utarte
schematy postepowania.

Faza 6. Podsumowanie rozwigzan, ale przede wszystkim rozmowa z uczniami o ich sposobach
dojscia do rozwigzan. Niektdre zagadki mozna rozwigza¢ metodg prob i btedéw. Inne — dzieki
odrzuceniu pierwszego, intuicyjnego pomystu na rozwigzanie.

Faza 7. Warto poszukac i stworzy¢ zbidr zagadek logicznych. Moze tez wywieszac je

na specjalnej gazetce Sciennej. Na stronach WWW poswieconych zagadkom logicznym

i testom na inteligencje mozna znalez¢é wiele problemow, dzieki ktdrym maozg nabywa
trwatych sprawnosci rozumowania.

Zadania dla klas IV=VIII

Zadania matematyczne zazwyczaj zawierajg dane oraz pytanie zwigzane z trescig zdania.
Omawialismy juz zadania, w ktdrych brakuje pytan. Mozliwe sg tez pytania, w ktérych brakuje
informacji niezbednych do udzielenia odpowiedzi. Dodatkowo muszg one mie¢ specyficzng
konstrukcje: dotyczg szacowania miar zjawisk w duzych skalach. Takie pytania to pytania
Fermiego.

Pytania Fermiego

Cele

e ksztatcenie dociekliwosci i umiejetnosci wyszukiwania informacji potrzebnych do
rozwigzania zadania.

Przebieg zaje¢
Faza 1. Uczniowie majg dostep do internetu.

Faza 2. Nauczyciel przedstawia informacje biograficzne na temat naukowca:

Enrico Fermi (1901-1954) to wioski fizyk, profesor uniwersytetu w Rzymie, Nowym
Jorku, Chicago i jeden z najwybitniejszych umystéw XX wieku. Byt twdrcg podstaw




energetyki jgdrowej, kierowat pracami nad bombg atomowg, uruchomit pierwszy reaktor
jgdrowy. W 1938 r. otrzymat Nagrode Nobla za prace, w ktorej przedstawit m.in., jak
mozna rozbic¢ jadro uranu, bombardujgc je neutronami. Znany byt z tego, ze w swoich
pracach postugiwat sie prostym i zrozumiatym jezykiem, uwazat, ze zbytni formalizm nie
jest potrzebny.

Bardzo lubit rozwigzywacé nietypowe problemy, w ktérych musiat szacowacd rézne dziwne
wielkosci. Najstynniejsze pytanie Fermiego to: lle ziarenek gorczycy znajduje sie w 1
litrowym stoiku?

Tematem pracy badawczej ucznia w ramach metody problemowej moze by¢ rozwigzywanie
zagadek okreslanych jako pytania Fermiego. Oto kilka przyktadowych:

1. Jak dtugg kolejke utworzytyby wszystkie samochody osobowe wyprodukowane w ciggu
roku na catym swiecie?

2. lle kilogramow chleba zjadasz w ciggu roku? Ile maki potrzeba na wyprodukowanie takiej
ilosci chleba? Jaki obszar ziemi nalezatoby obsia¢ zbozem, aby mozna byto otrzymac taka
ilos¢ maki?

3. Jak duzg powierzchnie zajetyby podreczniki do matematyki wszystkich uczniéw twoje;j
szkoty, gdyby je utozyc¢ jeden obok drugiego? Czy to wiecej niz powierzchnia boiska
szkolnego? Jak wysoki bytby stos utozony z tych podrecznikdéw, gdyby je utozy¢ jeden
na drugim? Czy bytby wyzszy niz najwyzszy budynek w miejscowosci, w ktorej mieszkasz?

4. W czasie pewnej ulewy na Warszawe spadto 30 mm wody na cm?2. lle litréw wody
deszczowej przypadto na jednego mieszkanca stolicy? lle kapieli w wannie mozna zrobic,

korzystajac z catej tej deszczéwki?

5. lle kilometrow ulic i ile kilometréw kabli znajduje sie w naszych miastach i miasteczkach?
Ile kilometrow przewoddw rozciggnietych jest w naszych domach i pod nimi?

Faza 3. Uczniowie zastanawiajg sie, jakie informacje sg im potrzebne i jak je znalez¢.
Przygotowujg tez narzedzia w postaci wzoréw, ktére mogg by¢ uzyteczne.

Faza 4. Uczniowie atakujg problemy.

Faza 5. Uczniowie utykajg z powodu braku danych lub niemoznosci zastosowania wzoru.

Faza 6. Uczniowie dzielg sie rozwigzaniami, wyszukujg réznice pomiedzy wynikami
i zastanawiajg sie, skad wynikajg te rdznice.




Faza 7. Uczniowie wyszukujg lub wymyslajg podobne pytania.

Powyzsze pomysty na zajecia nie wyczerpujg oczywiscie ani wszystkich mozliwych typow
dziatan poszukujacych, ani tym bardziej catej réznorodnosci samych zadan, éwiczen
i pomystéw mozliwych do zastosowania na zajeciach prowadzonych metodg problemowa.
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